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O estudo de instabilidades de corrente em células eletroquimicas se constitui
em uma das linhas de pesquisa do grupo de Eletroquimica Aplicada do Programa
de Engenharia Metalargica e de Materiais — COPPE/UFRJ. O grupo utiliza células
onde essas oscilacoes sao observadas, contendo um eletrodo de disco rotatoério de
ferro e eletrolito consistindo de uma solucao 1M de acido sulftarico. Uma possivel
razao para o fenémeno é a redugao da estabilidade do campo hidrodinamico, indu-
zida pela existéncia de uma fina camada limite de massa, produzida pela dissolucao
do eletrodo, que afeta a viscosidade do eletrolito. O grupo tem estudado o problema
através de analises de estabilidade linear do campo hidrodinamico, considerando
fluidos com viscosidade dependente da coordenada axial z e acoplado ao campo da
espécie produzida pela dissolucao do eletrodo. Os resultados sugerem forte reducao
da estabilidade do campo, devido ao acoplamento com o da espécie quimica. O pro-
posito deste trabalho é desenvolver uma plataforma computacional para prosseguir o
estudo do campo hidrodinamico préximo ao eixo de um eletrodo de disco rotatorio,
através de Simulagao Numérica Direta 3D, pelo método de elementos finitos. Os
termos viscosos e de pressao sao discretizados pelo método de Galerkin e o termo
convectivo é tratado por um método semi-Lagrangeano. As derivadas temporais
sao discretizadas por um esquema de Euler de primeira ordem implicito reverso. A
velocidade e a pressao sao desacopladas através do método da projegao baseado em
decomposicao do tipo LU. O sistema linear resultante é resolvido pelo método de
gradientes conjugados pré-condicionados. Obtém-se uma solu¢ao muito proxima da
solucao generalizada de von K&rmén para um disco rotatoério, o que valida o codigo.
Esse codigo, desenvolvido dentro do paradigma de orientacao a objetos se consti-
tui de uma plataforma para o estudo da evolucao de perturbacoes 3D em células

eletroquimicas nos regimes linear, de saturacao e de interacao nao-linear.
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Current instabilities in electrochemical cells is a research subject of the Applied
Electrochemistry Group in the Metallurgy and Materials Program — COPPE /UFRJ.
Electrochemical cells containing a 1M sulfuric acid electrolyte and an iron rotating
disk electrode are used by the group and present this instability. A possible reason
for the phenomena is a reduction of the stability of the flow, induced by the exis-
tence of a thin mass concentration boundary layer, produced by the dissolution of
the electrode. The group has addressed the problem by performing linear stability
analysis of the flow for electrolytes with a viscosity profile depending on the axial
coordinate z only and, subsequently, by coupling the hydrodynamic and the mass
concentration field produced by the dissolution of the electrode, through the fluid
viscosity. The results suggest a significant reduction of the stability of the flow, due
to the coupling of fields. The purpose of this work is to develop a computational
platform for further studying the hydrodynamic field close to the rotating disk elec-
trode, through a 3D Direct Numerical Simulation using the Finite Element Method.
Viscous and pressure terms are discretized through the Galerkin method and the
convective term is treated through a semi-Lagrangean method. Time derivatives are
discretized by a first-order backward Euler implicit scheme. Velocity and pressure
are decoupled through a projection method based on LU decomposition. The resul-
ting linear system is solved by the pre-conditioned conjugate gradient method. A
hydrodynamic field, very close to the generalized von Kérman solution for the ro-
tating disk flow was obtained, validating the code. The code, developed within the
object oriented paradigm, constitutes a platform for the study of 3D perturbations
in electrochemical cells in the linear regimen and in the saturation and the modes

interaction in the non-linear regimen.
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Capitulo 1

Introducao

A parte da Fisica que estuda o comportamento de um fluido chama-se Dindmica
dos Fluidos. A evolugao no tempo do estado de um fluido é regida pelas equa-
¢oes que resultam da aplicacdo dos principios de conservagido (massa, quantidade
de movimento, espécies quimicas) a meios continuos. Nessas equacoes sao incluidos
eventualmente, possiveis termos de producao da variavel transportada pelo fluido,
resultantes, por exemplo, da existéncia de reacdes quimicas. E extraido um determi-
nado niumero de equagoes que resultam da aplicacao dos principios de conservacao
menor do que o de variaveis do problema. Complementam-se as mesmas com leis
constitutivas, como as que relacionam o estado de tensdes que atuam sobre um
elemento de fluido com os campo de velocidades, os fluxos de calor e de espécies
quimicas com os gradientes de temperatura e de concentracao de tais espécies, etc.
Enquadram-se ainda na categoria de equacgoes constitutivas, as leis que relacionam
a densidade e a viscosidade do fluido com a temperatura, ou com a concentragao
das espécies quimicas.

As equacoes originarias da aplicacao dos principios de conservacao da massa e
da quantidade de movimento, essa ultima complementada pela hipotese de fluido
newtoniano denominam-se, respectivamente, da Continuidade e de Navier-Stokes.
Essas equacgoes sao responsaveis pela descricao do movimento de fluidos e de seu
comportamento através do tempo em uma larga classe de problemas. Muitas sao
as areas de interesse da Dinamica dos Fluidos, tais como projetos aerodinamicos de
automoveis, aeronaves e sistemas de propulsdo, maquinas de fluxo (bombas, venti-

ladores, compressores e turbinas), projetos de lubrificagao, sistemas de tubulagao,



andlise de emissao de poluentes, arrefecimento de componentes eletronicos, dentre
tantas outras.

Em outros casos, envolvendo rea¢oes quimicas ou apenas o transporte de espécies
em sistemas quimicos liquidos, certos parametros do mesmo, como a viscosidade e
a densidade, dependem do campo de espécies quimicas que se formam dentro do
liquido. Este é o caso do qual trata a presente dissertacao: considera-se uma célula
eletroquimica como a utilizada no grupo de eletroquimica aplicada do Programa
de Engenharia Metaltrgica e de Materiais da COPPE/UFRJ. A célula eletroqui-
mica utiliza um eletrodo de disco rotatério de ferro que se dissolve no eletroélito,
composto de uma solugao 1 M de HySOy4. Os eletrodos de disco rotatorio sao lar-
gamente utilizados em células eletroquimicas, em virtude da simplicidade do arranjo
experimental e do fato de o fluxo de massa nao depender da posicao ao longo do
raio do eletrodo, em condi¢oes estaciondrias. Além disso, a taxa de transferéncia
de fons nas proximidades do eletrodo é convenientemente controlada, impondo-se a
velocidade de rotacao do mesmo. Essa taxa de transferéncia de fons define o méaximo
valor da corrente estaciondria, obtida em um experimento.

O arranjo esquematico de uma célula ¢ mostrado na Fig. (1.1)

s
Potenciostato B
| = B
| = | &:%
— b resina
frd
Q prictecd
o |
i 2a. regiao 0>
] 3a. regiao
: i
3 | 3a. regiao
1 [~ Eletrodo de Reférencia | /~~__ .
i (Hg/I_LZSQ /KC') la. regiao
] \Y
~u [ Eletrodo de Trabalho (Fe) (b)
\_ Solycao 1 M de H 53\ Contra—eletrodo

(@)

Figura 1.1: Célula eletroquimica e o eletrodo de disco rotatorio em (a) e a curva de

polarizacdo tipica, com as trés regides em (b).

O contra-eletrodo consiste de uma malha disposta ao longo de toda a parede

lateral da célula de modo a assegurar a uniformidade da distribuicao do potencial



no interior da célula. As curvas de polarizacao obtidas em tais células apresentam
trés regides diferentes|[1], mostradas esquematicamente na Fig. 1.1(b). Observa-se
a existéncia de duas instabilidades no patamar da curva de polarizacao, onde a
corrente estacionaria s6 depende da velocidade angular do eletrodo: uma no inicio
do patamar e a segunda no final, quando o sistema passa a um estado passivo
(Ferreira, 1994 [2]). A primeira instabilidade ¢ instrinseca ao sistema, enquanto a

segunda pode ser suprimida através de uma resisténcia de realimentacao negativa

(Epelboim, 1972(|3])).

A instabildade de corrente observada no inicio do patamar de corrente é objeto
de uma das linhas de pesquisa do grupo de eletroquimica aplicada do Programa de
Engenharia Metalurgica e de Materiais da COPPE/UFRJ. A dissolucao do eletrodo
faz surgir uma fina camada limite de massa nas proximidades do mesmo, cuja es-
pessura & de cerca de 5% da espessura da camada limite hidrodinamica. Barcia et
al.|1] propuseram que essa camada limite resulta na existéncia de um gradiente de
viscosidade que altera o campo hidrodinamico estacionério, em relacao ao desenvol-
vido no caso de eletrélitos com viscosidade constante. Esse tltimo, por sua vez, se
constitui da solugao cléssica obtida por von Karman (1931)[4], nas proximidades do
eixo de discos de longo raio. O emprego da solucao de von Karmén, obtida para
discos de raio longo, ao problema eletroquimico aqui tratado se justifica pelo fato
da camada limite hidrodinamica ser cerca de dez vezes mais fina do que o diametro

do eletrodo.

A viscosidade variavel do eletrolito afeta significativamente as propriedades de
estabilidade do campo hidrodinamico com relacao ao caso de fluido com viscosidade
constante. O assunto foi abordado inicialmente por Pontes et al. (2002, 2004), admi-
tindo que a viscosidade da solucao seja dada por um perfil estacionario, dependente
da coordenada na direcao do eixo de rotacao do eletrodo, segundo uma lei proposta
por Barcia et al.[1]. Dentre os estudos de estabilidade do campo hidrodindmico de
fluidos com viscosidade constante citamos os de Smith (1946)[5] seguidos por muitos
outros autores, dentre os quais, os de Gregory et al. (1955)[6], de Chin (1972)[7], e
de Malik (1986)]8].

O problema foi tratado posteriormente por Barcia et al. (submetido, 2007) e

por Mangiavacchi et al. (submetido, 2007). No primeiro caso, os autores utilizam
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uma lei fenomenolégica, relacionando a viscosidade do eletrodo a concentracao de
uma espécie quimica representativa do fenomeno de dissolucao do eletrodo, para
deteminar os novos campos hidrodinamico e de concentracao estacionarios, que se
desenvolvem de forma acoplada, nas proximidades do eletrodo de disco rotatoério.
No segundo, os autores consideram a estabilidade linear dos campos acoplados e
a comparam com as do campo de fluidos com viscosidade constante. Esse estudo
aponta para forte reducao da estabilidade do campo hidrodinamico, que traz o ni-
mero de Reynolds critico do problema para valores comparaveis aos praticados nos
experimentos com as células eletroquimicas utilizadas pelo grupo. Isso significa que
o campo de espécies quimicas junto & superficie do eletrodo é instavel e oscila. E
sendo a corrente na superficie proporcional ao gradiente de concentracao do ferro,
tém-se um possivel mecanismo que relaciona as oscilgoes de corrente do inicio do

patamar da curva de polarizagao com o campo hidrodinamico.

O campo hidrodinamico estacionario desenvolvido nas proximidades do eixo de
discos rotatorios é instavel a perturbacoes periodicas nas direcoes radial, ou azimu-
tal, ou a combingoes das duas, quando o nimero de Reynolds do problema, que
é proporcional ao raio considerado, aumenta. Alguns padroes possiveis, que sur-
gem apoés a primeira instabilidade do campo estacionério, se encontram ilustrados

esquematicamente na Fig. (1.2).

Figura 1.2: Possiveis padroes que emergem da primeira instabilidade do campo

hidrodinamico estacionario, nas proximidades do eixo de discos rotatorios.



1.1 Proposta

A finalidade dessa dissertacao é de prosseguir os estudos do campo hidrodinamico
acoplado ao de uma espécie quimica, conduzidos até aqui, no grupo de eletroquimica
aplicada do Programa de Engenharia Metalargica e de Materiais da COPPE/UFRJ,
através de simulagao numérica direta dos mesmos, utilizando o método de elementos
finitos. Um modelo numérico é proposto para a solucao das equacoes de Navier-
Stokes (equagbes de quantidade de movimento e equacao de conservacao de massa)
acopladas a equacao de transporte quimico proveniente da dissolucao do eletrodo
(Fig. 1.1). O Método de Elementos Finitos foi utilizado para a discretizacao do
problema. O cdédigo numérico pode ser caracterizado pela utilizacao dos seguintes

métodos:
e método de Galerkin;
e método Semi-Lagrangeano;
e discretizacao do tempo por diferengas avancadas de primeira ordem:;
e método da projecao para solucao do sistema linear;

O método de Galerkin foi utilizado para discretizacao espacial dos termos difusi-
vos e da pressao. A utilizacao do método Semi-Lagrangeano consiste na discretizagao
da derivada substancial (Du/Dt). Nessa derivada se encontra o termo convectivo,
responsavel pela nao linearidade do problema. Para a discretizacao do tempo foi
utilizada uma técnica de diferencas finitas avancadas de primeira ordem. Depois de
passar por todas as etapas, o problema recai na solucao de um sistema linear do tipo
Az = b. Utilizar métodos diretos para solucao desse sistema pode parecer a op¢ao
mais facil, porém, o uso de algoritmos especiais agiliza o processamento da solucao.
Para este trabalho foi empregado o método da projecao discreto e o método de gra-
dientes conjugados, diminuindo significantemente os altos custos computacionais.
O método da projecao discreto é utilizado para dividir a matriz original em dois
fatores do tipo LU em blocos obtendo assim um sistema com custo computacional
menor devido ao desacoplamento entre velocidade e pressao. O método de gradi-
entes conjugados soluciona problemas que envolvem matrizes esparsas e simétricas.

O uso combinado de um algoritmo de reordenacao, de um pré-condicionador e do



método de gradientes conjugados reduziu ainda mais os custos com processamento.

O codigo numérico foi implementado usando o paradigma da orientagao a objetos.

1.2 Organizacao
A organizagao deste trabalho assim se segue:

e capitulo 1: Introducgao da dissertacao de mestrado, no presente capitulo;

e capitulo 2: Idéia geral dos métodos numéricos utilizados na discretizacao das

equacoes de Nawvier-Stokes;

e Capitulo 3: Desenvolvimento das equacoes de governo: Fquacoes de Navier-

Stokes e Transporte de espécie quimica

e Capitulo 4: Apresentacao do método de elementos finitos e das técnicas utili-

zadas para resolucao do escoamento caracteristico;
e Capitulo 5: Elaboragao do c6digo numérico e detalhes de sua implementacao;

e Capitulo 6: Validacao do c6digo numérico e resultados comparativos das si-

mulagoes;
e Capitulo 7: Conclusoes e contribuicoes desta dissertacao;
e Anexo A: Teoremas importantes utilizados nesta dissertacao;

e Anexo B: Material apresentado em seminario relacionado ao escoamento bidi-

mensional das equacoes de Navier-Stokes acopladas a equacoes de transporte.

e Anexo C: Publicacoes e textos submetidos



Capitulo 2

Métodos Numéricos

A dinamica dos fluidos computacional vem sendo utilizada em larga escala para
simulagoes de escoamentos de fluidos. Com o desenvolvimento de computadores de
alto desempenho, a simulacao de problemas reais se tornou uma realidade. Hoje,
computadores pessoais sao capazes de fornecer bons resultados em curto periodo de
tempo para problemas relativamente complexos. No passado o uso de simulagoes
unidimensionais e bidimensionais era constante para caracterizacao aproximada de
problemas fisicos, porém, com tal avanco tecnoldgico, simulacoes tridimensionais
ganharam notoriedade e vém se tornando freqiientes em aplicacoes académicas e

industriais.

Solucionar problemas em dinamica dos fluidos significa resolver equagoes a de-
rivadas parciais (EDP’s), em especial as equagbes de Navier-Stokes. Para essas
equacoes, solucoes analiticas s6 foram determinadas para alguns poucos casos, al-
guns deles apresentados em [9] e em [4]. A dificuldade de se encontrar tais solugoes
decorre do fato de serem equacoes diferenciais parciais nao-lineares e a teoria ma-
tematica dessa classe de equacoes ainda nao esta suficientemente desenvolvida que
permita a obtencao de solucoes para geometrias arbitrarias e condigoes de contorno
gerais. Na teoria, as solugoes das equagoes de Navier-Stokes sao obtidas para ca-
sos especificos. Von Kéarman [10], por exemplo, obteve uma primeira aproximagcio
para um sistema onde o campo hidrodinamico é descrito na fronteira de um disco

rotatorio, tema do presente trabalho.

A dinamica dos fluidos computacional procura resolver, através do uso de com-

putadores, as equagoes que caracterizam o movimento do fluido. Para isso, surge a
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necessidade aproximar as EDP’s, cujas solugoes sao definidas em infinitos graus de li-
berdade, obtendo-se sistemas de equacoes algébricas com um niimero finito de graus
de liberdade, tal processo é conhecido como discretizacao. Ao conjunto de pontos
discretos dar-se-a o nome de malha computacional. A seguir sera apresentada uma
breve discussao dos principais métodos utlizados na dinamica dos fluidos computa-
cional, a saber, metdédo de diferencas finitas, método de volumes finitos, métodos

espectrais e, por fim, o método de elementos finitos, utilizado nesta dissertacao.

2.1 Meétodo de diferencas finitas

Para que seja possivel tratar numericamente as EDPs, elas devem ser expressas
na forma de operacoes aritméticas, como soma e multiplicacao, para que o compu-
tador possa manipula-las obtendo valores nos pontos discretos. Para isso, escreve-se
os termos da equacao em funcao dos pontos de malha. Estas expressoes sao deno-
minadas aproximacoes por diferencas finitas.

O método de diferencas finitas utiliza as expansoes em séries de Taylor para
descrever as derivadas de uma variavel utilizando as diferencas dos valores da variével
em varios pontos no espago ou no tempo. Exemplificando, toma-se f como continua
no intervalo [a,b] no dominio unidimensional de interesse e de classe C”, ou seja,
possui derivadas até a ordem N e elas sdo continuas. Aplicando-se o teorema de

Taylor, obtem-se:

-+ Ry (2.1)

em que Ax = xr — x¢p e Ry s@o os termos de ordem superior a 2 e sua derivada

representada por:

df | flzi+Az) — f(z) (Aw) a>f
dr : - Ax 2l da? ; ~ Rd” (2.2)

onde i representa os pontos de malha e Rd"™ os termos de ordem superior a 2.



A série de Taylor ¢é infinita, sendo normalmente truncada a partir dos termos de
ordem 2 inclusive. O truncamento introduz um erro que é inerente ao processo de
discretizacao das equacoes e que, juntamente com o arredondamento nos céalculos
feitos pelo computador e a aproximacao numérica das condigoes iniciais e de contorno
representa a principal fonte de erros deste método.

A seguir demonstra-se simplificadamente o emprego do método de diferencas
finitas para a equacao estacionaria de difusao em 1D, considerando o dominio da
Fig. (2.1).

Ax

o o | e
X

i-1

x
X

i+1
Figura 2.1: Malha de pontos uniformemente espacada

A equacao de difusao é representada por uma equacao de Poisson, logo descrita:

di(aj_“) f= (23)

Dependendo do tipo de discretizacao e da ordem desejada, divide-se a discretiza-
cao de primeira ordem em diferencas progressivas, diferencas regressivas e diferencas
centradas; esta tultima torna-se de segunda ordem quando utilizada com 3 pontos
de malha. Geralmente, para discretizacao do termo difusivo, utilizam-se diferencas
centradas de segunda ordem. Para a simplificacao deste exemplo, considera-se o
coeficiente de difusao a constante no dominio. Quando « nao é constante a técnica
de malha deslocada pode ser utilizada. Para maiores informacoes sobre esta técnica

recomenda-se [11] e [12]. O termo de derivada na equacao discretizada resulta em:

d*u Uip1 — 2u; + Uiy

12

e a equagao final do método toma a forma de:

Uip1 — 2U; + Uiy
Q

Ax? — /=0 (2.5)



No método de diferencas finitas dois grandes problemas podem ser relacionados:
o primeiro se refere & malha utilizada, na maior parte dos casos a malha é estrutu-
rada, ou seja, cada vértice possui o mesmo ntmero de vizinhos, e os espacamentos,
por simplicidade, sao constantes. Outra caracteristica negativa do método se refere
a simplicidade das geometrias (dominios) e a pouca flexibilidade na reutilizac¢do do
codigo. Em contrapartida, o método é de facil entendimento e sua implementacao

numeérica é relativamente simples.

2.2 Meétodo de volumes finitos

Pode-se utilizar outro procedimento para a discretizagao das EDPs a partir da
integracao das equacgoes em uma regiao, ou volume, no espago. Surge entao uma
técnica muito utilizada na dinamica dos fluidos computacional, conhecida como
método de volumes finitos. Esse método esta fortemente relacionado com o conceito
de fluxo entre volumes de controle adjacentes. O fluxo, de massa ou de energia,
é caracterizado como a quantidade dessas grandezas que atravessam uma fronteira
com &area A, por unidade de tempo. Note-se que o fluxo é uma grandeza vetorial,
cuja componente em uma dada direcao é obtida pelo produto escalar entre o fluxo
e o vetor unitario nessa direcao.

A quantidade liquida de uma grandeza u, que atravessa as fronteiras do volume de
controle V' por unidade de tempo, é calculada pela integracao, sobre essas fronteiras,
da diferenca entre os fluxos que entram e os que saem de V, sendo esses fluxos
representados por dois tipos: fluzos convectivos e fluros difusivos. Esse processo é

ilustrado na Fig.( 2.2).

Taxa de variacdo Entrada liquida Produc3o liquida

temporalde uemV deuemV deuemV

Figura 2.2: Representacao diagramatica do método de volumes finitos

Como aplicacao da técnica de volumes finitos, considere o dominio mostrado na
Fig. (2.3) e a equagdo estacionaria de difusao em 1D (Eq. 2.3), como tratada no

método anterior.
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fronteira dos

volumes
Ax / \
| L
o — o o o 0 -~
W y P e E
volume de
controle

Figura 2.3: Malha unidimensional representando volume de controle

A Eq. 2.3 é integrada no volume de controle V', em torno do ponto P:

/Vd%(a%) dV—/Vde:O (2.6)

As fronteiras laterais do volume V' sao denominadas e e w, do inglés "east"e "west",
respectivamente. Na dinamica dos fluidos computacional, utilizam-se freqiiente-
mente os pontos cardeais como identificadores da posicao de pontos discretos. Esses

pontos também sao os limites de integracao das integrais na Eq. 2.6. Portanto,

“d( du c

O primeiro termo da Eq. 2.7 é determinado pelo teorema fundamental do célculo,

j& o segundo termo, pelo teorema do valor médio das integrais.

/Vdix(g%) dV—/Vde = (a%) — (a;l—z) — fAz =0 (2.8)

. Inicialmente, observa-se que esses termos podem ser escritos como:

du B du d_u B d_u
adx 6_aedxe ¢ ad:v w_awdx

11

(2.9)
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e o valor de « nas faces e e w podem ser obtidos através de interpolagao linear entre

valores adjacentes de h nos pontos de malha:

h h
he:O‘ET“ o hw:O‘WT”

Para as derivadas de u em 2.9, diferencas centradas podem ser utilizadas:

du Up — Uo du Up — Uy
dz |, Ax dr|, Ax

E importante mencionar que, apesar de ser de grande utilizacdo, essa nao é
a unica forma de aproximacoes de derivadas. [13]| e [14] apresentam uma técnica
alternativa para aproximacao desses operadores.

Tratando-se implicitamente a dependéncia do termo fonte f com wp, isso quer
dizer fAx = fp + Spup, chega-se, finalmente, a equacdo de volumes finitos para o

ponto P.

e + g + Sp (2.10)

Qlyy + O
Az Az

Ar SP] ur =

O método de volumes finitos se tornou popular em dindmica dos fluidos com-
putacional devido a dois importantes fatores. Primeiro, o método garante que a
discretizacao ¢ conservativa, isto ¢, massa, quantidade de movimento e energia sao
conservadas no ambiente discreto. Apesar de esta caracteristica poder ser obtida
usando-se o método de diferencas finitas, ela é extraida naturalmente através da
formulagao de volumes finitos. Segundo, o método de volumes finitos nao necessita
de transformacgao de coordenadas quando aplicado a malhas irregulares. Com esta

flexibilidade, este método pode ser utilizado em geometrias complexas.

2.3 Meétodos espectrais

Outro método utilizado nas discretizagoes de EDPs em dinamica dos fluidos é

conhecido por método espectral. Esse método utiliza séries de Fourier ou séries poli-
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nomiais Chebyshev, Hermite, Legendre etc. para aproximar func¢oes desconhecidas,
gerando um sistema de equacoes diferenciais ordinarias. O método espectral apro-
xima a solucao da equacao utilizando séries. Este método também pode utilizar
polinémios de alta ordem para melhorar a precisao das aproximacoes da solucao
das EDPs, sendo conhecido como método do elemento espectral, quando combinado
com o método de elementos finitos. Para maior conhecimeto, recomendam-se [15],
[16] and [17].

Considerando a equacao estacionaria de difusao unidimensional, aproximam-se

a solugao u e o termo fonte por séries de Fourier:

L) g o

escreve-se u e f em séries de Fourier:

u= Zajem e f= Z b’

e substituindo na equacao diferencial, chega-se a:

Z —a;j’e’" = Z be” (2.12)
Por ortogonalidade a solucao ¢ dada por:

;=3 (2.13)

Para a solucao do problema, os seguintes passos devem ser calculados computacio-

nalmente:
e calcular (b;) a transformada de Fourier de f;
e calcular a, a transformada de Fourier de u implicitamtente utilizando Eq. (2.13);

e calcular u tomando a transformada inversa de Fourier de (a;).
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2.4 Método de elementos finitos

No método de elementos finitos, o dominio é divido em um ntmero de sub-
dominios finitos conhecidos como elementos. Uma simples funcao é utilizada para
caracterizar a variacao de cada variavel dentro do elemento. Esta funcao recebe o
nome funcao de forma. A justaposicao da variacdo das varidveis em cada elemento
é usada para descrever todo o campo do fluido.

Podem-se considerar como caracterisicas principais do método dois conceitos:

e a utilizagao da forma fraca, ou variacional, do problema;

e solucao aproximada da equacao variacional através do uso de fungoes dos ele-

mentos finitos.

A forma fraca é resultado da ponderacao da equacao original em sua forma forte
(forma diferencial inicial, nao alterada) em um dominio qualquer. E necessario

encontrar uma solugao tentativa u que satisfaga a seguinte expressao:

du .,
/ﬂ(@) dr < oo (2.14)

Uma fungio que satisfaca a Eq. (2.14) é chamda de funcdo H'. Uma outra
classe de fungoes é necessaria, sao as chamadas func¢oes peso, que sao fungoes do
tipo H' com uma caracteristica a mais. Para o caso de problema de Dirichlet, no
contorno do dominio elas sdo nulas. Utilizando estas defini¢oes, pode-se provar [18§]

que a forma forte da equacao de difusao em 1D

d ( du
U= uy eml’ (2.16)
U = Us eml’y (2.17)

¢ equivalente a sua forma fraca representada pela Eq. (2.17) depois de passar por
integragao por partes do termo difusivo: Achar v € H} tal que, para qualquer

W e H,

d (du dw du
=) = = ——dO = Q .C. 2.1
/Qw[kdx<da:) f} O—>/Qk:dxd$d /wad +c.c (2.18)
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w representa a fungao peso e {2 representa o dominio do problema, que para esse
caso-exemplo esté contido no intervalo fechado, 2 € [0, 1].

Até esse momento nao houve quaisquer aproximacoes e o problema ainda nao
foi discretizado. A seguir, através do método de Galerkin serao obtidas solugoes
aproximadas para a equagao diferencial em questao.

Considerando €2 o dominio do problema e Q¢ o dominio do elemento, entao:

N
o= ani=0, i#j (2.19)

n=1

sendo a malha formada por N elementos que podem ter dimensoes caracteristicas
diferentes. Considere ainda que para cada elemento da malha estd definida uma

familia de funcoes
N¢ =[Ny --- Ng] (2.20)

onde S representa o nimero de nos que definem o elemento. Para um elemento

linear (Fig. 2.4a), S = 2, jA para um elemento quadratico 1D (Fig. .2.4b), S = 3.

Ni N; Ni Nk N;

Figura 2.4: Representacao de elemento linear e elemento quadratico

A diferenca entre os dois elementos estd no grau do polinémio interpolador.
Para o elemento linear, a funcdo interpoladora apresenta grau 1 enquanto que, no
elemento quadratico, a funcao interpoladora ¢ de grau 2. Elementos de baixa ordem
apresentam custo computacional baixo comparado aos de mais alta ordem e sao
utilizados sempre que possivel, pois garantem boas aproximagoes dependendo do

tamanho do dominio do elemento.
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Considerando que as funcoes interpolacao sao da forma

x) = Zuj(:v)Nje (2.21)

= Zwi(x)]\ff (2.22)

e aplicando-se o método de Galerkin na forma fraca da equagao de difusao, chega-se

a.:

dNg dN¢ .
D L u;dQ) = Z/ > ON{fAQ+coc. (2.23)

i i€e

rearranjando os termos com somatorio dentro da integral, a equacao define um

sistema linear do tipo
Ku=f (2.24)

onde u tem como componentes os valores nodais u,,, a matriz K e o vetor f repre-

sentados por uma montagem especial conhecida com Assembling:

nele nele

K= Ak; f=Af (2.25)

e A é o operador montagem. A matriz k¢ e o vetor f¢ sao definidos por

dN¢ dN¥
ki = —LdQ Q=2 2.2
w= [T i (2.26)
fi= [ N;jdQ i =2 (2.27)
Qe
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As integrais acima podem ser resolvidas analiticamente ou através de métodos nu-
méricos. Em elementos finitos, o método numérico mais popular é a quadratura
gaussiana, porém, para o caso unidimensional, o resultado analitico dessas integrais
é simples. Dependendo do tipo de funcao de forma escolhido, o erro de aproximacao

diminui. Para este caso, considera-se o elemento linear representado por:

N;=1- 2.28

h (2.28)
r —XI;

Ny = —— (2.29)

0%
kez—
hil-1 1 1

Realizando o procedimento de Assembling chega-se ao sistema linear (Eq. 2.24):

matriz elementar vetor elementar
K u f
= + C.C

...................

Figura 2.5: Sistema linear resultante da discretizagao pelo método de elementos

finitos

e a solucao do sistema linear fornece os valores da incognita u nos nés dos elementos
da malha.

A utilizagao do método de elementos finitos vem se tornando constante. A reu-
tilizacao de codigo na forma de modulos e bibliotecas é uma grande aliada no de-

senvolvimento de grandes projetos, uma vez definida a base do codigo (montagem
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de matrizes e vetores, solugao do sitema linear), uma mudanga na geometria e nas
condicoes de contorno do problema altera o tipo de problema fisico estudado, repre-
sentando aproximadamente 10 % de modificacoes no c6digo numérico. Uma melhor
discussao do método de elementos finitos e a utilizacao de alguns métodos poderao

ser encontrados nos capitulos seguintes.

2.5 Comparacao das técnicas de discretizacao

Tanto o método de diferencas finitas como o método de volumes finitos produzem
equacoes numéricas no ponto de malha baseados em valores dos pontos vizinhos,
enquanto que o método de elementos finitos produz equacoes separadas para cada
elemento de malha independente dos elementos vizinhos. Apenas apds a montagem

da matriz global, a matriz elementar interage com a matriz do elemento vizinho.

Tanto o método de diferengas finitas quanto o método de volumes finitos pos-
sibilitam a implementacao de condig¢oes de contorno de valor fixo, desde que sejam
apropriadamente impostas na solugao, porém deve-se modificar as equacoes para
que sejam caracterizadas as condicoes de contorno do tipo Neumann. Entretanto,
o método de elementos finitos apresenta uma maneira eficiente de prescrever tais
condicoes. Estas sao utilizadas naturalmente na integracao do elemento e, em se-
guida, montadas nas matrizes globais. Uma vantagem do métodos de elementos
finitos sobre os demais métodos é que os programas sao escritos para montagem
de matrizes de cada elemento, as quais sao montadas formando equacdes globais
antes do problema ser resolvido. Programas em diferencas finitas e volumes finitos,
em contraposicao, sao construidos para combinar as equacoes numeéricas com sua
solucao. O desacoplamento destas duas fases nos programas de elementos finitos,
permite ao programador uma melhor organizacao do cédigo e futuras implementa-
coes de outros tipos de elemento, enquanto que nos outros métodos o mesmo tipo
de mudanga acarreta em uma nova elaboragao do programa. Para o caso unidimen-
sional as diferencas entre os métodos sao pequenas porém, na passagem para duas

ou trés dimensoes, essas diferencas se tornam mais pronunciadas.
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equacao do escalar

esquema explicito

At

(a)

A

esquema implicito

equacao do escalar

At

(b)

n+1

Figura 2.6: Variagdo do escalar em um passo de tempo. (a) Esquema explitico e (b)

esquema implicito
2.6 Discretizacao Temporal

Para ilustrar os esquemas de discretizacao temporal considera-se a equacao de

difusao de um escalar em regime transiente

du  d*u

2.6.1 Discretizacao utilizando o método de diferencas finitas

A Fig. (2.6) representa uma tipica variagdo de um escalar qualquer em um do-
minio entre os niveis n e n+ 1. Utilizando aproximacao por série de Taylor, pode-se

escrever o escalar em n + 1 como:

ou™ N At? 0*u™ N
ot 2 Ot?

u" =" 4 At (2.31)

Caso os termos de segunda ordem sejam desprezados, a equacao fica da forma:

ou™

n+1 n
u =u"+ At
ot

+O(AY) (2.32)

A discretizagao espacial da Eq. (2.30) usando diferengas finitas para derivada pode
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ser escrita como:

ou Uj—1 — 2ul + Uit 9
—|. = A 2.
ot ‘z a (A[L’)z + O( x) ( 33)

on o lado direto pode ser avaliado em ¢ = ¢"*7. A discretizagdo da Eq. (2.33) no

nivel do tempo n, v = 0, fornece:

n n n

E‘z - (Az)?

+ O(Ax)? (2.34)

A discretizacdo temporal explicita relaciona a derivada da pela Eq. (2.31) em dife-
rencas progressivas de primeira ordem, negligenciando os termpos de ordem superior

como em (2.32).

oul”  wrtt —un
_ =t At 2.
= o (2.35)

Substituindo (2.35) em (2.34) obtem-se:

ntl _

u;

n n n n
ul uty = 22Ul gty

At (A1)?

+ O[(At),(Ax)?] (2.36)

Separando os termos conhecidos, em n e o termo desconhecido, em n + 1, chega-se

a expressao:

untt

—2u? +ul
1
u?“ = u? + At[a L ! ns

(At)?

] (2.37)

Que representa o método de Fuler explicito. J& o método de Fuler implicito, rela-

ciona a discretizagao de (2.34) no nivel de tempo n + 1, fornecendo:

1
au n+ u?flln o 2u?+1 + un+1

Qu|™"" i+1 Az)? 9
ot |, « (Br)? + O(Ax) (2.38)

e, substituindo (2.35) em (2.38) chega-se a forma implicia do método de discretiza¢ao

temporal de Fuler:

nl uf = 2ultt !

i i i—1 i+1
A =@ "L ] (2.39)

u

20



Tanto a discretizacao pelo método implicito e a discretizagao pelo método expli-
cito sao discretizacoes de primeira ordem, aproximando a variagao temporal por uma
reta, como mostrado na Fig. (2.6). Entretanto, para evitar actumulo dos erros de ar-
redondamento, deve-se seguir critérios de estabilidade que garantam convergéncia na
solucao. No método explicito ha restricao de At, sem esse limite a solucao diverge.
O método implicito possibilita a utilizacao de valores de At maiores tornando-o
uma escolha atrativa para problemas transientes. Caso necessite de uma aproxi-
macgao mais significativa, deve-se utilizar discretiza¢oes de ordens superior, como a

discretizacao semi-implicita de Crank-Nicolson [11].

2.6.2 Discretizacao utilizando o método de elementos finitos

A discretizagao temporal pelo método de elementos finitos segue um procedi-
mento similar realizado na discretizacao espacial. As funcoes de forma lineares

N;(t) e N;(t) definidas em um intervalo 0 <t < At sao dadas por:

Nt)=1—— e N{t)=— (2.40)

A forma fraca da Eq. (2.30) pode ser escrita como: Achar c tal que
dc
——f}wdtzo 2.41
M 241

considerando w uma funcao do tempo, como por exemplo linear por partes.

de(t)  dNi(t) dN;(¢)
. dt i(t) +

¢t (2.42)

Substituindo (2.40) em (2.42) chega-se a

de(t) 1 1
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que representa a discretizacao da derivada temporal pelo método de elementos fi-
nitos. Nota-se que, neste caso, a aproximacao ¢ idéntica a obtida pelo método de

diferencas finitas, por tanto chega-se a solu¢ao da integral do termo temporal.
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Capitulo 3

Equacoes de Governo

3.1 Conservacao de Massa

O principio de conservagao de massa estabelece que, dado um fluido qualquer
com massa especifica p que escoa através de um volume de controle V invariante
no tempo, a taxa de acumulacao de massa no interior do volume é igual ao fluxo
liquido de massa para fora do volume, em moédulo. Matematicamente, expressa-se

a taxa de acumulacao de massa na forma:

L/—%m (3.1)

Dada a definicao de massa especifica do fluido p, obtém-se sua forma infinitesimal

dm = pdv, substituindo na Eq. (3.1) obtem-se:
0 B 0 [ Op 8dV dp
A&m_ﬂaww_émw+ / 9P gy (3.2)

O fluxo liquido de massa é expresso como:

]ipv -ndA (3.3)
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onde p é a massa especifica do fluido, v a velocidade do fluido e n a componente

normal paralela ao escoamento.

Entao, a forma integral da conservacao de massa é dada por:

/ apalV =— j{ pv - ndA (3.4)
s

Aplicando-se o Teorema de Gauss (ver apéndice A) na Eq. (3.4), obtém-se:

/ 9 gy - —/ div pv dV (3.5)
|4

ou:

/ l@ + div pv} dv =0 (3.6)
v Ot

Esta equacao é valida para qualquer volume de controle, portanto, para um
volume infinitesimal:

dp
ot

Para o problema proposto neste trabalho, é dada a seguir a equa¢ao da continuidade

+ divpy =0 (3.7)

representada em coordenadas cartesianas em 3 dimensoes:

dp  Opv,  Opvy  Opv.
T ek e raldl (3.8)

expandindo todos os termos da equacao encontra-se:

dp dp ap dp v, N % v,

9P 90 4,9 —0 3.9
ot s T ey T TP o T oy T os (39)
ou, em notacao vetorial:
dp
+v-gradp+p divv =0 (3.10)

ot

para o caso onde nao ha variacao da massa especifica do fluido, hipétese da incom-

pressibilidade, a equacao da continuidade reduz-se a:
divv = 0 (3.11)
esta é a forma final da equagao da continuidade.
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3.2 Conservacao da Quantidade de Movimento

Para obtencao das equacoes de conservacao da quantidade de movimento realiza-
se 0o mesmo procedimento de obtencao da equacao de conservacao de massa. O
principio de conservacao da quantidade de movimento estabelece que, dado um
fluido qualquer com massa escoa especifica p que escoa através de um volume de
controle V, a taxa de acumulagao de quantidade de movimento é igual ao fluxo
liquido de quantidade de movimento para fora do volume mais a resultante das forcas
de superficie e de volume. Matematicamente, expressa-se a taxa de acumulacao da

quantidade de movimento na forma:

/ oAev) 4y (3.12)

ot

Sabe-se da Eq. (3.3) qual é o fluxo de massa que atravessa o volume de controle
fixado, no entanto, para obter o fluxo liquido de quantidade de movimento, deve-se
multiplicar o termo contido na integral por um vetor velocidade na dire¢ao x, dando

origem ao fluxo da quantidade de movimento que cruza o elemento de area:

7{ pvv -ndA (3.13)
s

A resultante das forcas de superficie é dada por:

jia ‘ndA (3.14)

onde o é o tensor de tensoes que atua em cada elemento da superficie de controle.

Finalmente, a resultante das forcas de volume é dada por:

/ pg dV (3.15)

O principio da conservagao da quantidade de movimento é descrito na forma:

/ pv) dV = —]{pv(v-n) dA+jI{0-ndA—|—/ pgdV (3.16)

Aplicando o teorema de Gauss nas integrais de superficie, transformando-as em

integrais de volume, obtém-se a forma integral da quantidade de movimento:

/Md\/:—/ divpvvdV+/ divadV—l—/png (3.17)
v Ot 1% 1% v
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Para o mesmo caso da equacao da conservacao de massa, esta equacao deve ser
valida para qualquer volume de controle inclusive volumes infinitesimais, que resulta
em:

I(pv)
ot

+ divpvv = dive + pg (3.18)

expandindo os termos do lado esquerdo da Eq. (3.8), obtém-se:

ov

ot

rn Y +v- grad}

oV +V@+pv- gradv + v - grad (pv) :p[

+ v[% + grad (pv)} (3.19)

O termo Jdp/0t + div (pv) é igual a zero pela equacao da continuidade. Rea-
grupando os termos tratados anteriormente chega-se a equacao da quantidade de

movimento:

p[g—‘tf + v - grad v] = divo + pg (3.20)

O tensor de tensoes, representado na Eq. (3.9) pela letra o é formado pela soma

de duas parcelas apresentadas a seguir:

o=-pl+71 (3.21)

onde p representa a pressao, I a matriz identidade e 7 o tensor de tensoes viscosas.

E dada a representacdo matricial da equacdo anterior:

Ozx ny Ogz —P=x 0 0 Tex Txy Tz
Oy Oy Oyl = | 0 —=py 0 | + | Ty Tyy Tiz (3.22)
Osz Ozy Oz 0 0 —p. Tew Toy Taz

26



substituindo as parcelas do tensor de tensoes na equacao da quantidade de mo-

vimento chega-se a sua descricao final:

p[g—‘t] + v - grad v] = —gradp+ div7 + pg (3.23)

O tensor de viscosidade 7 representa a deformacao de um elemento de fluido em
presenca de um gradiente de velocidade. A relacao constitutiva desse tensor varia
de acordo com a caracteristica fisica do fluido. Para esse trabalho, serd tratado um
tipo de fluido onde a tensao de cisalhamento é proporcional a taxa de deformacao

angular

3.3 Fluidos Newtonianos

Define-se um fluido como sendo uma substancia que se deforma continuamente
sob a agao de uma tensao de cisalhamento. De modo geral, um fluido pode ser
considerado de acordo com a relagao entre a tensao de cisalhamento aplicada e a

taxa de deformacao.

oF, dF,

pr— 1' = -24
04,0 A,  dA, (3.24)

Ty

onde 0A, é a area do elemento fluido em contato com a placa, e OF), é a forca

exercida pela placa sobre esse elemento. A taxa de deformacao do fluido é dada por:

0 d
taza de deformagao = lim a_ @ (3.25)

at—0 Ot dt

Entao, para uma representacao em duas dimensoes, o elemento fluido represen-

tado pela Fig. (3.1) quando submetido & tensao de cisalhamento 7,,, experimenta
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uma taxa de deformacio (taxa de cisalhamento) dada por du/dy. Um fluido é clas-
sificado como Newtoniano quando a tensao de cisalhamento é proporcional & sua
taxa de deformacao. Como exemplo pode-se citar a agua, o ar, algumas solugoes
quimicas, substancias cuja cadeia molecular nao é muito grande etc. Os fluidos
nao-Newlonianos, por sua vez, nao possuem relacao de linearidade entre a tensao de

cisalhamento e a taxa de deformacgao. Sao exemplos: pasta dental, o sangue e fluidos

plasticos.
Os fluidos sao caracterizados
A . N o
velocidade, du or uma relacao constitutiva
—>
que representa a relacao en-
elemento fluido elemento fluido tre a tensao de Clsalhamento
no instante t no instante t+dt
—_—— -

e a taxa de deformacao Para

os dois tipos de fluidos men-

cionados (Newtonianos e nao-

Newtonianos) uma expressao é
Figura 3.1: Deformacao de um elemento fluido associada. No entanto, para o
ambito deste trabalho, apenas
serao caracterizados os fluidos Newtonianos. Em caso de interesse sobre o outro
tipo de fluido, recomendam-se [19] e [20]. A relagdo constitutiva que expressa ma-

tematicamente o tensor de tensoes viscosas do modelo de fluido Newtoniano pode

ser escrita como:

7 =2uD + [A - 24 (V-v)I (3.26)

onde p representa o o coeficiente de viscosidade dinamica e A, o coeficiente de vis-
cosidade volumétrica do fluido. Devido & condigdo de compressibilidade (Eq. 3.11),

a equacao acima torna-se:

T =2uD (3.27)
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O tensor D que aparece nas Egs. (3.26 e 3.27) é denominada parte simétrica do

tensor tazxa de deformacao sendo representado por:

D = 2o(u) = (Vv + Tv) (3.28)

Detalhadamente, a relagao constitutiva é a seguinte:

1
T = 2u§7(v) = u(Vv + Vv7) (3.29)

3.4 Equacao de Navier-Stokes

A equagao de Navier-Stokes é obtida com a susbstituicao do tensor de tensoes 7
na equagao de quantidade de movimento (Eq. 3.23) e a equacao da conservagao de
massa. Para a descricao matematica destas equacoes, ¢ considerado apenas o caso

de fluido incompressivel, caracteristica do presente trabalho.

9]
p [8_:5’ +v- Vv} = —Vp+ V- [u(Vv+VvD)] +pg (3.30)
div-v=0 (3.31)

O lado esquerdo da Eq. (3.30) também pode ser representado por uma notagao
especial, onde o termo transiente [0v/0t] e o termo convectivo [v - Vv] se agrupam
em um s6. Para essa representacao, é dado o nome de Deriwada Total ou Derivada

Substancial, mostrada a seguir:

Dv

T ~Vp+ V- [u(Vv+ Vv + pg (3.32)
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Esta notagao é conveniente para se entender o método Semi-Lagrangeano, imple-
mentado na simulacao numérica presente neste trabalho. Uma descricao mais deta-
lhada sobre tal procedimento sera dada posteriormente. Dividindo-se a Eq. (3.32)

por p e substituindo o termo p/p por v chega-se a:

Dv 1 T
div-v=0 (3.34)

O termo v é conhecido como wviscosidade cinemdtica.

3.5 Equacao de transporte de espécie quimica

O principio do transporte de espécie quimica estabelece que, dado um fluido
qualquer com massa especifica p que escoa através de um volume de controle V, a
taxa de acumulacao da quantidade de massa da espécie quimica que entra no volume
por unidade de tempo é igual ao fluxo liquido de massa para fora do volume, na
auséncia de termos de producao e em modulo. Matematicamente, expressa-se a taxa

de acumulacao de massa de espécie quimica na forma:

/V %dv (3.35)

onde ¢ representa a concentragao (massa por unidade de volume) da espécie quimica
presente no fluido. O fluxo liquido de concentracao devido ao transporte de massa

para dentro e para fora de V' é expresso como:

7{ cv-ndA (3.36)
s
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onde ¢ é a espécie quimica presente no fluido, v a velocidade do fluido e n a
componente normal paralela ao escoamento. O fluxo liquido de massa para fora do

volume de controle, devido a difusao, é dado por:

jiJ.ndA (3.37)

Entao, a forma integral de transporte de espécie quimica é, assim, transcrita:

@dv:_]{cv.ndA—fJ-ndA (3.38)

Aplicando-se o Teorema de Gauss na Eq. (3.38), obtém-se:

@dV:—/ divcvdV—/JadV (3.39)
v ot v v
ou:
dc , .
/ — + divev|dV = —/ divJ dV (3.40)
v Lot v

Esta equacao é valida para qualquer volume de controle, portanto, para um

volume infinitesimal:

g—i + divev = —divdJ (3.41)

expandindo os termos do lado esquerdo da Eq. (3.41) obtém-se:

g—;—i—cdivv—l—v- dive = —divJ (3.42)
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ou em uma notag¢ao mais compacta:

g—j—l—cv-v—l—v-Vc:—divJ (3.43)

O termo [¢V - v] ¢ igual a 0 devido & equagio da continuidade (Eq. 3.11). Con-

siderando que o fluxo difusivo é dado pela primeira lei de Fick, ou seja:

J=-DVec (3.44)

onde D ¢ o coeficiente de difusdo (molecular), a Eq. (3.43) resulta em:

Oc

e +v - Ve = div(DVe) (3.45)
ou

Oc

g +v-Ve=V.(DVe) (3.46)

A equacao de transporte de espécie quimica é composta por um termo transiente,
um termo convectivo e um termo difusivo.

Aplicando-se o conceito da derivada substancial, chega-se a:

Dc
— =V (DY) (3.47)

Essa equacao descreve o transporte de uma espécie quimica em um fluido.
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3.6 Adimensionalizacao

Apos terem sido enunciadas as equagoes de governo, para a solucao do problema
pelo método de elementos finitos é realizada uma adimensionalizagao da equacao de
quantidade de movimento, ja com a relacao constitutiva incorporada para fluidos
Newtonianos, e da equacao de conservacao de massa. A adimensionalizacao nao é
obrigatoria no método, entretanto ela pode ser utilizada para posterior controle dos
parametros adimensionais. Logo em seguida, o processo de adimensionaliza¢ao sera
executado para a equacao de transporte de espécie quimica. Sao apresentadas abaixo
duas formas de adimensionalizacao de problemas onde, de alguma forma, ha uma
velocidade imposta ao fluido. A primeira é a usada normalmente em problemas onde
0 corpo imerso no escoamento tem uma dimensao caracteristica e ha uma velocidade
linear imposta ao fluido. A segunda diz respeito ao problema do escoamento nas
proximidades do eixo de um disco rotatério de grande diametro, para o qual existe

uma solucao exata. Comecando pelo primeiro caso, tomam-se as duas equacoes,

D
pf‘tf =V -p+ V- [uVv+Vv)]+pg (3.48)
div-v=0 (3.49)

e considerando os parametros de adimensionalizacao:

p:poop* r=Lz" g:goog* C:<CS_COO>C*+COO
L
= fhooft” =Uv t= Et* D= D,D*
U 0 1
—_ ooU2 * - = — \7*
e T T A A

onde o asterisco indica variaveis adimensionais. Substituindo os parametros ne-

cessarios na Eq. (3.49) encontra-se diretamente a equacao da continuidade adimen-
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sionalizada:

Vvt =0 (3.50)

Com a substituicao dos parametros adimensionais na Eq. (3.48) chega-se a:

*pOUQaV* pOU2 * k| * ¥
A A B

U
+ B g (1 (Vv + Vv )] + pogo p'g* (3.51)

Multiplicando (Eq. 3.51) por L/poU?p* encontra-se:

ov*
ot*

_Ho
poLU

L
VA (VI VT + e (3.52)

1
+v VIV = -V 4
g P U

Sao encontrados na Eq. (3.52) dois grupos adimensionais importantes na dini-

mica dos fluidos, sao eles:

e Ntimero de Reynolds (Re): E a razdo entre as forcas inerciais e as forcas

viscosas do escoamento, dada por:

Re = pOMLU - LV—U : (3.53)
0 0

onde pg, L, U e g sao os valores de referéncia para a massa especifica, com-
primento, velocidade e viscosidade, respectivamente. O valor vy representa a
viscosidade cinemética e é a razao entre a viscosidade aparente ou dinamica
[o € a massa especifica py. Desta forma, se Re < 1, entao as forgas visco-
sas sdo predominantes no escoamento, enquanto que Re > 1 significa uma

predominancia das forgas inerciais. Quando Re > 1 as forcas viscosas sao
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importantes apenas em regioes adjacentes as superficies s6lidas, denominadas
de camada limite. O nimero de Reynolds indica também se o escoamento é

laminar (Re < Reéui.,) Ou turbulento (caso contrario).

e Numero de Froude (F'r): E a razdo entre as forgas inerciais e as forcas

gravitacionais, isto é

Fr = (3.54)

-
~

O nimero de Froude caracteriza escoamentos nos quais a gravidade tem pa-
pel importante como é o caso de escoamentos com empuxo. Se Fr < 1, ha

predominancia das forgas gravitacionais sobre as inerciais no escoamento.

Para o caso do escoamento préoximo ao eixo de um disco rotatério de grande dia-
metro, onde nao ha uma dimensao caracteristica relacionada ao mesmo, usa-se a
unidade empregada para medir a espesura da camada limite, (v(00)/Q)Y2, como
padrao de comprimento. Cabe observar que a viscosidade utilizada é a do seio do
eletrolito, cujo valor nao é afetado pela dissolucao do eletrodo. As componentes
da velocidade e a pressao sao divididas, respectivamente, por 7.} e por p(reQ)Q7
onde 7. ¢ o raio (dimensional) no qual a andlise ¢ feita. A viscosidade ¢ adimen-
sionalizada pelo valor da mesma no seio da solugao, v(cco). Tém-se entdo, para as
coordenadas espaciais, para a componente genérica da velocidade, v; e para pressao

adimensionalizadas:

O tempo e a freqiiéncia das perturbacoes, w, sao comparados com o tempo
necessario para que uma particula, deslocando-se com velocidade r.£2, percorra a

distancia (v(00)/Q)'/2, utilizada para medir a espessura da camada limite:

1/2
={— w' = wy(oo)

Q N\ a2 .
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Utilizando as defini¢oes acima e observando que os termos do tensor de tensoes,
divididos pela densidade do fluido, tém dimensoes de [v][v][r] 7!, a equagio de Navier

Stokes toma a forma:

T2Q5/2
—W grad p* + v(00)r.0Q* div 7*

r2Q02 (ove avt) —
(00) 72 \ Ot +v - gradv | =

onde os operadores vetoriais também sao escritos em forma adimensional. Simplifi-

cando e passando a escrever as varidveis adimensionais sem asterisco, temos:

0 1
a—:+vgradv = —gradp+§div7'

onde:
O\ /2
Re = (—) (3.55)
v

O proximo passo consiste na adimensionalizacao da equacao de transporte de

espécie quimica. Tomando a Eq. (3.47) e definindo:

€ — Coo
¢ = = = (Cs — Coo)C" + Coo
Cs — Co

entao:

ST [(cs — Coo)C" + Coo] + Uv™ - EV [(cs — coo)C'] =
1 1
_ * . DOO *_ *  — - *k .
LV D LV (cs — )| (3.56)
U 86* U * * ok DOO * * *
Z(CS - coo)% + Z(CS — Co)V -V = 72 (s — coo)V* - (D*V*) (3.57)



multiplicando esta equacao por (L/cs — co)U, chega-se a:

oc* D
otV V TV (D) (3.58)

Na Eq. (3.58) encontra-se um grupo adimensional importante, sua descrigao é

dada:

e Numero de Peclét de Massa (Pe,,): é a relagao entre a dimensao caracte-
ristica de um corpo e a espessura da camada limite de concentracao.

UL

Pen
e Do

(3.59)

Como em problemas hidrodindmicos ¢ disponivel o nimero de Reynolds para a
caracterizagao de escoamento, é conveniente separar a grandeza adimensional Pe,,
em duas outras grandezes, sendo o nimero de Reynolds uma delas:

UL UL 1240
P m = " ——— .
e Do~ v Do ReSc (3.60)

e Numero de Schmidt (Sc): mede a relacao entre a espessura da camada

limite hidrodindmica e a camada limite de difusao de massa:

Se=—-, (3.61)

retirando os asteriscos, as equacoes adimensionalizadas se encontram em sua forma

final:

ov 1 1 1

TR Vv = —;Vp + EV (Vv 4+ Vv + 7,28 (3.62)
div - v =0 (3.63)
dc 1

AV Ve= V- (DY) (3.64)
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3.7 Condicoes iniciais

Esta dissertacao trata de um problema nao estacionario, de evolucao dos campos
hidrodinamico e de concentracao de uma espécie quimica. Para a resolucao desse
tipo de problema é necessario prescrever as condicoes iniciais. Consideramos duas

situagoes :

e Eletrotodo girando com velocidade angular prescrita e fluido inicialmente em
repouso (exceto sobre superficie do disco, onde a condi¢ao de nao escorrega-

mento se aplica);

e Condicao inicial constituida da solucao estacionéaria de von Karméan para o
campo hidrodinamico, adaptada por Barcia et al. (1992) e por Mangiavacchi
et al. (submetido) para dois casos de fluido com viscosidade variavel, discutidos

abaixo.

3.8 Equacoes constitutivas - viscosidade e coefici-

ente de difusao

Para que as equagoes que governam os campos hidrodinamico e de concentra-
cao possam ser integradas é necessario definir a forma do perfil de viscosidade do
eletrolito. Analisaremos duas situagoes abordadas por [21] e por Mangiavacchi et

al. (submetido) nos estudos de estabilidade linear conduzidos pelos mesmos:

e Viscosidade dependente apenas da coordenada z, ao longo da direcao do eixo

de rotacao do eletrodo, nao dependendo do tempo;

e Viscosidade dependente da concentracao de uma espécie quimica relevante,
proveniente da dissolucao do eletrodo de ferro no acido sulfirico. Nesse caso
admitimos que o coeficiente de difusao dessa espécie tambem se altera com a

concentracao da mesma.

O primeiro caso refere-se a um problema mais facilmente tratado, uma vez que o
campo hidrodinamico se encontra desacoplado do da espécie quimica. Adicional-

mente, Pontes et al. (2004) consideraram que a viscosidade varia dentro de uma
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"camada limite" cuja espessura é da ordem de 50% da espessura da camada limite
hidrodinamica. O segundo caso, mais realista, envolve dificuldades adicionais, nao
encontradas no primeiro, que decorrem do acoplamento entre os dois campos acima
mencionados e do fato de ser a espessura da camada limite de concentracao da espé-
cie quimica, da ordem de 5% da espessura da hidrodinamica. Além da dificuldade
de tratar mais uma equacao ¢ necessario trabalhar com malhas numeéricas mais finas
proximos a superficie do eletrodo, de modo a se ter suficiente resolucao espacial.
As duas equacoes constitutivas da viscosidade acima mencionadas foram utiliza-
das por Barcia et. al (1992) e por Mangiavacchi et al. (submetido), respectivamente,
para calculo dos perfis estacionarios dos campos hidrodinamico e de concentracao

da espécie quimica.

3.8.1 Viscosidede dependente da coordenada axial

Consideramos primeiramente, o perfil proposto por Barcia et. al (1992):

V() v (O g
- >+(1 u<oo>)r<4/3>/o ! (365)

A Eq. (3.65) contém dois parametros: a relacao v(0)/v(c0) e o fator g, que define
a declividade do perfil de viscosidade proximo a superficie do eletrodo. Considera-se
aqui apenas o caso de v(0)/v(o00) = 12 e ¢ = 0,25. Esse caso foi abordado por
[21] e, embora nao seja muito realista, tem a vantagem de nao requerer uma malha

numérica muito refinada junto ao disco.

3.8.2 Viscosidade dependente da concentracao de uma espé-
cie quimica

O segundo caso, mais realista, admite que a viscosidade do eletrélito depende da
concentracao da espécie quimica e que a lei de Stokes-Einstein é valida. A saber,

esta lei postula que o produto da viscosidade pelo coeficiente de difusao é constante:

Dv = Dyvs (3.66)
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Adicionalmente, considera-se que a viscosidade do eletrélito relaciona-se com a

concentracao da espécie quimica relevante, de acordo com a lei:

v = vgexp(me) (3.67)

Usando os valores da viscosidade e do coeficiente de difusdao de fora da camada

limite para adimensionalizar as Eqgs. (3.66 e 3.67) e definindo que

D = D, D* e V= Uspl* (3.68)

obtém-se, apos retirar-se os asteriscos:

Dv =1 e v = exp(me) (3.69)

3.9 Equacoes do campo estacionario

O campo estacionério utilizado como uma das condigoes iniciais adotadas nessa
tese constitui-se da solucao de von Karman, modificado para o caso de fluido com
viscosidade varidvel. As equacgoes de Navier Stokes, escritas em coordenadas ci-
lindricas, se simplificam, com base nas hipdteses de que a pressaoa viscosidade, o
coeficiente de difusdo e a componente axial de velocidade s6 dependem da coorde-
nada axial z, que v, é constante longe da superficie do disco e que as derivadas na
dire¢io azimutal se anulam (Barcia et. al 1992, Mangiavacchi et al. submetido).

Essas equagoes sao :
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onde 7 e € sao as coordenadsa nas direcoes radial e azimutal, respectivamente.

Essas equagoes admitem uma solucao na formas:

o = rQF(E)
vw = rQG(=)

v, = (v(o0) )2 H(2")

p = pr(00)QP(2")

¢ = Cyuo+ (Cs—Cyx)C(2")

onde a coordenada adimensional z* é definida como z* = z(Q/v(c0))'/2, v(c0) é

a viscosidade no seio da solucao, C's e C

sao, respectivamente, a concentracao na

superficie e longe do eletrodo. Substitui-se a forma das componentes da velocidade,

da pressao e da concentragdo da espécie quimica, dadas pelas Eqgs. (3.75 a 3.79), nas

Egs. (3.70 a 3.74) e obtém-se o seguinte sistema de equagoes ordinarias nao-lineares,

para os perfis adimensionais F', G, H, P e C.

2F+H' =0
F?—G*+ HF —vF" —VF =0
2FG+ HG —vG" — VG =0
P +HH —vH" —2VH' =0
ScHC’—C—HJr V/C’—O
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3.10 Deteminacao da viscosidade na interface ele-
trodo-eletroélito

Para resolver as equagoes que regem o comportamento dos campos hidrodinamico
e de uma espécie quimica acoplados, é necessario especificarem-se dois parametros:
o Numero de Schmidt fora da camada limite, que se toma como Sc = 2000 e o
parametro m (Eq. 3.67), que define o valor da viscosidade na interface eletrodo-
eletrolito, onde a concentracao adimensional da espécie quimica relevante é C' = 1.

O valor limite da densidade de corrente na interface ¢ dado por:

1 1
i=nF— (CL — CH) Vo2 dc (3.85)

onde i & expresso em A/cm?, n é o nimero de valéncia da espécie quimica (n = 2),
F = 96500 C/mol, é a constante de Faraday, C* = 2.0 x 1073mol /cm? é a concentra-

s
¢do dimensional de satura¢ao da espécie quimica e C*, = 0mol/cm®. O valor limite
da densidade de corrente ¢ obtido experimentalmente, sendo ¢ = 0.8810 A/cm? a
900 rpm. As demais variaveis da Eq. (3.85), vy/vs € dC/dz|,—o, a derivada da con-
centracao adimensional na interface dependem do perfil de concentragoes, que sao
obtidas por integragdo numérica das Eqs. (3.80 a 3.84). Arbitra-se um valor para
10/ Vso, TesOlvem-se as equacgoes dos perfis estacionarios, de onde obtém-se o valor de

dC'/dz|,—o. Refaz-se o célculo iterativamente até que o valor do membro esquerdo

da Eq. (3.85) convirja para o valor experimental da densidade de corrente.

3.11 Perfis do campo estacionario

Nesta secao sao apresentados os perfis adimensionais dos campos hidrodinamico,
da viscosidade e do coeficiente de difusao, esse tltimo para o caso em que a viscosi-
dade dependa da concentracao da espécie quimica.

A Fig. 3.2 mostra os perfis adimensionais da velocidade F, G e H dos casos
de eletrolito com viscosidade constante (curvas No. 1) e de viscosidade dependente

da coordenada axial z (curvas No. 2), conforme Eq. 3.65 e adotando v/v, = 12
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Figura 3.2: Perfis adimensionais da velocidade F'; G e H dos casos de eletrélito com
viscosidade constante (curvas No. 1) e de viscosidade dependente da coordenada
axial z (curvas No. 2), conforme Eq. 3.65 e adotando v/v,, = 12 e ¢ = 0.15. A

figura mostra também o perfil v/v,, em fungdo da coordenada axial z.

e ¢ = 0.15. Essa figura mostra também o perfil v/v,, em fun¢ao da coordenada

axial z.

A Fig. 3.3 mostra os perfis adimensionais da velocidade, F', G e H, para o
caso em que a viscosidade depende da concentracao da espécie quimica. Nesse caso
mais realista, o valor elevado do numero de Schmidt (Sc¢ = 2000) resulta em uma
camada limite de concentracao cuja espesssura é de cerca de 5% da espessura da
hidrodindmica. Como fora da primeira camada limite o campo hidrodindmico nao
é afetado, os perfis adimensionais de velocidade sao praticamente iguais aos do caso

de eletroélito com viscosidade constante.

A Fig. 3.4 mostra as trés primeiras derivadas dos perfis F', G e H, para os casos de
eletrolito com viscosidade constante e com viscosidade dependente da concentracao
da espécie quimica. As derivadas dos perfis do caso de viscosidade varidvel sao muito

afetadas pela presenca da espécie quimica.
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Figura 3.3: Perfis adimensionais estacionarios da velocidade F', G e H, da concentra-
cao da espécie quimica, da viscosidade e do coeficiente de difusao. Caso de eletroélito

com viscosidade dependente da concentracao.

3.12 Condicoes de Contorno

A escolha da condicao inicial e das condicoes de contorno apropriadas é funda-
mental para a formulacao de qualquer problema modelado por equagoes diferenciais.
A condicao inicial apropriada para as Egs. (3.62 e 3.63) determina que o campo de
velocidade seja especificado em todo o dominio de modo a respeitar as condicoes de
contorno.

Para condicoes sobre contornos rigidos, aplicam-se as seguintes prescricoes:

e Sem escorregamento (no-slip): para escoamentos viscosos, nas paredes solidas,
define-se a componente normal (v,,) e as componentes tangenciais (v, e v,) da
velocidade na parede como sendo nulas. Esta condigao reflete o fato de o fluido

imediatamante adjacente a parede estar em repouso em relacao a mesma.

e Condicao de entrada (inflow): ¢ usada em fronteiras onde ha entrada de fluido
no sistema (ou fonte de massa para o caso da Eq. (3.64)). Para tal condicao,
define-se v,, = Vi, 10 Para a componente normal da velocidade, e normalmente

vy = 0 para as componentes tangenciais.
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e Condigao de saida (outflow): é usada em fronteiras onde hé saida de fluido
do sistema (sorvedouro de massa). Existem vérias formas de se prescrever
condicoes de contorno para saida de fluido, porém, a especificacao correta de
tais condi¢oes ainda ¢ um problema dificil. Uma condi¢ao muito utilizada para

esta fronteira é especificar um escoamento paralelo, dada por:
v =0 e a" =0 (3.86)
onde ¢"" representa a tensao normal & fronteira de saida de fluido.

Assim, em uma fronteira de saida, onde as componentes tangenciais da veloci-
dade sao nulas, pela equagao da continuidade (Eq. 3.63) tem-se dv,/On = 0, e
da Eq. (3.86) obtém-se p = 0 na fronteira de saida de fluido para problemas adi-

mensionalizados.
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Capitulo 4

Método de Elementos Finitos

Nos anos 50, o método de elementos finitos teve grande utilizagdo na mecéanica
de so6lidos. Apenas a partir da década de 70, apos a consolidagao do método de
Galerkin para equacoes de difusao, pesquisadores comecaram a investir no campo
da dindmica dos fluidos, pode-se citar [22], [23], |24], |25], [26], [27] e tantos outros.
Em seguida, varios autores contribuiram para o desenvolvimento de metodologias
especificas como métodos de Petrov-Galerkin generalizados [28], [29], [30], métodos
adaptativos [31], métodos de Taylor-Galerkin [32], [33], método de Galerkin descon-
tinuo [24] etc.

O comeco relativamente tardio no campo da Fisica de fluidos se deve, princi-
palmente, & presenca do termo convectivo e ao forte acoplamento entre velocidade
e pressao, presentes nas equagoes de conservacao. O termo convectivo apresenta
produto de incégnitas, caracterizando a nao-linearidade do problema e gerando ope-
radores nao simétricos, de dificil solucao. Com o aumento do nimero de Reynolds,
o termo convectivo exerce maior influéncia no escoamento, aumentando ainda mais

a dificuldade de solucao das equacoes.

Outra fonte de dificuldade numérica é a condicao de incompressibilidade, que
consiste em manter o campo de velocidade com divergéncia zero. Entao, a pressao
deve ser considerada uma variavel nao relacionada a qualquer equacgao constitu-
tiva. Sua presenca nas equacoes de conservacao de quantidade de movimento tem
o proposito de introduzir um grau de liberdade a mais necessario para satisfazer a
condicao de divergéncia zero do campo de velocidades. Isto é, a pressao atua como

um multiplicador de Lagrange na condi¢ao de incompressibilidade resultando em
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um acoplamento entre velocidade e pressao desconhecidas.

Neste capitulo sera discutido a formulacao do método de elementos finitos com
a descri¢ao da formulagdo variacional (forma fraca) das equagoes de Navier-Stokes,
o método de Galerkin semi-discreto, isto é, discretizacao espacial das equacoes dife-
renciais parciais e 0 método semi-lagrangeano, que consiste na discretizacao espacial
da derivada lagrangeana seguida de discretizagao temporal baseada em diferencas

finitas. Em seguida serd comentado o método de solucao do sistema linear resultante.

4.1 Formulacao Variacional

Considera-se as equacoes de Navier-Stokes e transporte de massa para escoamen-

tos incompressiveis dadas em sua forma adimensional por:

ov 1 1 1
E‘FV'VV——;VP—FEV'[V(VV—FVV )}+F—rzg (4.1)
V-v=0 (4.2)
Oc 1

5tV Ve= Rech - (DVe) (4.3)

validas em um dominio 2 C R™ sujeita as condig¢oes de contorno

v=vr emI; (4.4)
vi=0 eoc" =0 emlIy (4.5)
c=cp emI} (4.6)

Considere o subespago:

V=H Q)" ={v=(v1,...,0m) 0, € H(Q),Vi=1,...,m} (4.7)
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onde H'(Q) é o espago de Sobolev dado por:

HY(Q) = {v € L*(9): g—; €eL*(Q),i=1,--- m} (4.8)

sendo L?() um espaco de dimensao infinita caracterizado pela integral de Lesbegue,
porém, para o caso de funcoes continuas, a integral de Lesbegue ¢ equivalente a

integral de Riemann e pode ser tratada da forma convencional:

L*(Q) = {v 1 Q- R,/Qqﬂdfz < oo} (4.9)

note-se ainda que V.= H*(Q)™ é o produto cartesiano de m espagos H'(Q).

Definindo-se

Vy.={veV:iv=vremI} (4.10)
P,. = {q € L*(Q) : ¢ = pr em 'y} (4.11)
Cop ={r e L*(Q) 7 =cr em I3} (4.12)

a formulacao variacional do problema consiste em encontrar solucoes v(z,t) € V..,

p(x,t) € Py e c(z,t) € C..tais que:

1 1
/ {8—V+V'VV+;V])——V'[V(VV-i-VVT)]
Q

T 7o } -wdQ =0 (4.13)

" F8

/ V- v]gd = 0 (4.14)
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oc 1
= . _ (D O = 4.1
/Q {315 +v- Ve Rech ( Vc)}rd 0 (4.15)

Desenvolvendo os termos das equagoes:

/{a—V+V~VV}~WdQ+/{1Vp}-WdQ
ol O alp

_/Q{év.[V(VV+VVT)]}-wdQ—/Q{%g}-WdQ:O (4.16)

/ (V- v}gd = 0 (4.17)

/Q {g—j +v- Vc} crdQ) — /Q {Relscv : (Dvc)}rdQ =0 (4.18)

Adiciona-se uma hipétese ao problema de que o campo gravitacional nao influ-
encia o escoamento proximo ao disco rotatorio podendo, assim, ser desprezado.

O primeiro termo das Eqs. (4.16 e 4.18) refere-se a formulagao Euleriana, porém,
serd tratada como derivada substancial, formulacao Lagrangeana, para posterior

desenvolvimento pelo método semi-Lagrangeano. Sua ponderagao consiste em:

Dv

— - wdf) 4.1
T (4.19)

Dc

—7rdf) 4.2
DI (4.20)

A seguir, trata-se o termo difusivo aplicando o teorema de integracao por partes de
Green na integral, resultando em duas componentes, o termo do interior do dominio

e o termo do contorno do dominio:
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/ V- [v(Vv+ Vv - wdQ =

— / v[(Vv + Vvl : Vw!]dQ + / n-[v(Vv+ Vvl . wldl' (4.21)

T

/QV - (DVe)rdQ) = — /Q(DVC) -VrtdQ + /Fn~ (DVc¢)rdl (4.22)

onde o operador (:) representa o produto escalar entre dois tensores. A integral
no contorno I' que aparece na equacao acima pode ser separada em duas integrais
em 'y e T'y. A integral em 'y é nula pois w = 0 para a Eq. (4.21) e r = 0 para
a Eq. (4.22) em I'y e a integral em I'y também ¢é nula pois decorre diretamente
da condic¢ao de contorno (Eq. 4.5), portanto a integral em I' é nula. Aplicando-se

novamente a integracao por partes no termo de gradiente de pressao, chega-se a:
/Vp~wdQ=—/pV~wdQ+/pw-ndF (4.23)
Q Q r

onde a integral de contorno que aparece acima é nula poisw=0em ['; e p =0 em

I's. Ao final do procedimento sdo obtidas as seguintes equacoes:

Dv 1 1 T B
QW-WdQ—;/QpV-wdQ+E/QV[Vv+VV].WdQ—O (4.24)
/ V- v]gd = 0 (4.25)
Q
Dc 1
—rdQ D TdQ = 4.2
e rdQ) + ReSc/Q( Ve)Vr 0 (4.26)

Definindo-se as formas integrais:
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—, W) = — - wdf)
) q Dt

k(v,v,w) = /V[(Vv+VVT):VWT]dQ
g(p,w) = /QVp~wdQ

dpw) = [ (9w ag

k(D,c,r) = /DVc-VerQ
Q

Dc Dc
oy = | Zoan
oi") oDt

m(

(4.27)
(4.28)
(4.29)
(4.30)
(4.31)

(4.32)

escreve-se o problema na forma fraca: Encontrar solugées v(z,t) € Vi, p(x,t) €

P e c¢(x,t) € C,. tais que

D 1
m( W) = 9o, W) + 5o k(v v, W) =0
d(g,v) =0
_Dc 1 ~
m<ﬁ’r>+ReSc k(D,c,r) =0

para todo w € Vy, g € Py e c € C,.

4.2 Método de Galerkin semi-discreto

(4.33)
(4.34)
(4.35)

Nesta secao serd apresentada a aproximacao pelo método de Galerkin para as

equacoes de governo. As equagoes sao discretizadas apenas no dominio espacial,

permanecendo continuas no dominio do tempo.

Considere a equagao de quantidade de movimento em sua forma adimensional e

variacional acoplada nas direcoes ortogonais x, y e z:

/ Du N Dv n Dw 40 1/ Ows, n ow, N ow,
— Wy + —w, + —w, - =
o | Dt Dt Y Dt pﬂpaw pay P~a:

1 @6101+@8wy+8_w6wz+8_u8wx+@%+8_w8wz
Or Or  Ox Or  Oxr Ox Oy Jdy Oy Oy dy Oy

e 14
Re Q

0V Qw,

Oud, 000w, Owdu. |\ (Oudu, Oudu, Dudu.
0z 0z 0z 0z 0z 0z Or Or Oy Or 0z Ox

%8@;

outny | Sud | wow | ndm, 00V Lg o (1

(‘3y8y+828y+8_x@z +8y 82+82 0z
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Segundo a formulacao variacional do problema, precisam-se determinar solucoes

v = (u,v,w) € Vy. e p € P de modo que (Eq. 4.36) seja verdadeira para todo

w = (w,, wy, w,) € Vy. Mas note-se que, sendo satisfeitas as seguintes expressoes

Duy g L [P

oudw,  OuOw,
o Dt o Qpaﬁﬁg”(aaﬁa—yay
ouodw, Oudw, O0vow, Owow,

8z 0z = Oz Ox

55y 55 0s )dQ:O (4.37)

Dv 1 ow, 1 ov Ow,  Ov Ow,
R e I Kt it
ovow, Oudw, Ovow, Owdw,
0z 8z Oy dr By oy = Oy 0z

Q=0 (4
9y Oz 0y8y+8y82>d 0 (4.38)

1 1
Z o — Ow,

owow, Ow w,

. Di ;Qpaﬁﬁg”(%aﬁa—yay
owow, Owow, Owow, Jwow,

9z 8z 0z or = 0z 9z

dQ = 4.
820y+8262) 0 (4.39)

para quaisquer w, € Vi, w, € Vy e w, € W, respectivamente, entao (Eq. 4.36)
é satisfeita automaticamente. Deste modo, pode-se trabalhar com as equagoes na
diregao x (Eq. 4.37), na diregao y (Eq. 4.38) e na dire¢ao z (Eq. 4.39) separadamente,

sem que haja alguma perda de generalidade. Para a equacao da continuidade:
ou Ov Ow
— +— 4+ — |qd2=0 4.40
/g2(8x+8y+az>q (4.40)

e para a equacao de transporte de massa:

Dc

1 OcOr  OcOr  OcOr
—rd§) — Dl —— 4+ ——+ —— |dQ = 4.41
Q Dtrd ReSc/Q (8:6 Ox * Oy Oy * 0z 8z)d 0 ( )

Considere NV o niimero de pontos de velocidade, NP o nimero de pontos de

pressao, NC' o nimero de pontos de concentracao e NE o ntmero de elementos
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na malha de elementos finitos que discretiza o dominio 2. O método de Galerkin

consiste em fazer as seguintes substitui¢oes em (Eq. 4.36):

u(x,t) ~ jz:‘/;]\fn(x)un(t) (4.42)
o(x,t) ~ gNn(x)vn(t) (4.43)
w(x,t) ~ ngzvn<x)wn(t) (4.44)
c(x,t) = i()n(x)cn(t) (4.45)
p(x,t) =~ gpn(X)pr(t) (4.46)

que sao aproximagcoes semi-discretas, isto é, continuas no tempo (¢) e discretas no
espaco (z). Aqui, N,(z) representam as funcoes de interpolagao utilizadas para a
velocidade, C,(z) para as fung¢oes de interpolagdo para a concentracdo e P,(x) as
funcoes de interpolagao para a pressao.

A equacao de conservacao de quantidade de movimento é normalmente avaliada
em todos os nos livres de velocidade, e portanto, as fungoes peso wy, w, e w, sao
substituidas por fungoes de interpola¢ao N,, = N,,(z), m =1,..., NV. Aplicando
este procedimento nas Eq. (4.37, 4.38 e 4.41), chega-se a:

Z/ZD“”N N, dQ — Z/ EIm p o d§)
8Nm0Nn
Z/EZ (ax T it T gy

ON,, ON,, ON,, ON,, ON,, ON,, ON,, ON,, B
0z 0z tn F Jxr O tn F dy Ox tn 0z an)dQ—O (4.47)

Z/ ZDU"N N2 Z/ Z— prd
1 ON,, ON,, 8Nm ON,,

*3—2/2 (G G Gt

ON,, ON,, ON,, ON,, ON,,, ON,, ON,,, ON,

n n ", JdY =0 (4.48
9z 02" ox oy " T oy oy T oz ay“) (4.48)
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Z/ZD“’"N N, dS — Z/ I p oy d§)
(9Nm8Nn
Z/@Z (G G+ 5

ON,, ON,, N ON,, ON,, N ON,, ON,, N ON,, ON,, 40— 0
52 92 " 8r 0z " oy 0z n 92 02 " N

(4.49)

A equacao de conservacao do transporte de massa é uma equacao diferencial esca-
lar sem acoplamento com pressao, nao necessitando de elementos de alta ordem para
discretizacao do dominio. Suas incognitas sao avaliadas nos vertices do elemento que
para o caso estudado encontram-se nos vertices do tetraedro, caracterizando equi-
valéncia dimensional com as incégnitas de pressao, portanto dim(NC') = dim(N P).
Para melhor entendimento, a dimensao das incognitas de concentracao sera tratada

como NC e a dimensao das de pressao como N P.

Dc,
zﬁ: / e zn: 57 CmCnd2
1 0C,, 0C oC,, 0C
De m n m n
+ReSc§/e; (&L’ 8xcn+ dy 8yc
oC,, 0C,
0z 0z

cn) dQ =0 (4.50)

Por motivos comentados no inicio do capitulo, a equacao da continuidade esté for-
temente relacionada com a pressao, sendo assim a equagao da continuidade (Eq. 4.40)
é avaliada nos nos lives de pressao e, portanto, a funcao peso ¢ é aproximada pelas

fungoes de interpolacio associadas & pressao P.(z), resultando

ON, ON, ON,
" " n “wy, | P dY =0 4.51
S [ 5 (s e+ ) (43
para r = 1,..., NP. Restringindo as func¢oes de interpolacao a cada elemento e,
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conclui-se:

ON¢ 9Nt ON¢

; ; N PEdQY=0 4.52
;/er’kzee<axu]+ ayvj_'_ 8zw])k ( )

As Eqs. (4.47, 4.48, 4.49, 4.52 e 4.50) podem ser representadas na forma de um

sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

1
Myt 5 {(2K o+ Koy + KoJu+ Koy Kosw) = Gop =0 (453)
€
1
Mzt + ﬁ{KyIU + (Kaw + 2Ky + Ko )v + Kpw} — Gyp =0 (4.54)

1
My + o { Ko+ Koo + (Koo + Ky + 2K )0} = Gup =0 (4.55)
e
D,u+ Dy + Dw =0 (4.56)

M, Keg + Koy + Keol)e =0 (457)

¢+ m(
onde wu, v, w e ¢ representam a derivada substancial, sendo definidas por u =
[Duy/Dt, ..., Duyy/Dt)", © = [Dvy/Dt, ..., Doyy /D", w = [Dwy/Dt, .. .,

Dwyy /D, é = [Dey/Dt, ..., dcne /0T, u = [uy,. .., uny]?, v = [v1,...,onv]7,
w = [wi,...,wnv]T, ¢ = [c1,...,ene]ts p = [p1,. .., pyp|T, sd0 os vetores dos va-
lores nodais para as variaveis de velocidade, pressao e concentracdao. As matrizes

deste sistema de EDQO’s sao dadas por:

M, = A, (m°), M, = A,(m°), M, = A.(m°),
Koo = Au(KS,), Koy = Au(K5,), Koo = Au(K5,),
Kye = Ay(ky,), Kyy = Ay(ky,), Ky, = Ay(k;,),
K. = A.(KS,), K.y = A.(kS,), K., = A(K),
Go = Au(9s), Gy = Ay(gy); G. = A.(g5),
D, = A,(dy), Dy = Ay(dy), D. = A.(d),
Keww = A (kiyy), Keyy = Ay(kgy,), Keoo = Ay (kL)
M, = A.(m)

ot
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M e e e e e e e e e e e e e e e
tal que as submatrizes, m®, k5., k., k., Koy, Ky Kpokoe, K2y k2., 95, 9y 95, ds, dy,

dg, kyes kG, e kg, que sao matrizes definidas localmente para cada elemento, sao
dadas por:
m; =/ N{NSdQ kS, = /Q e ye(a(;i ;a(;i ] )dQ (4.58)
K —/Qe ye(a;faaj\f)dﬂ k;zyij—/m ye(a(f a(;f)dg (4.59)
K, = /Q ”e(aéf aé\;;) 0k, = /Q Ve(aézie aé\yffw (4.60)
K :/Qe w(%aa—]\f)dsz k;mﬂij:/m ye(%%)dg (4.61)
K, = /Q e ye(aa—]fag 1ao ke, = /Q E ye(%‘g 540 (4.62)
95 ik = / e aa]\; ieP,f Qg5 = . a(;\; . Py dQ (4.63)
9% ik =/ a;z ieP,S dQ dg,, = o aa]i ; P dS (4.64)
ki :/ 8N;P,f dQ dik,:/ aN;Pkf dQ (4.65)
’ Qe 0y " e Oz
me ;i = . NiNG dSY kg, 0 = . De(%aaj\f)dﬁ (4.66)
vyis = /Q ) De(aa—cfﬁa(;; )Y ke = /Q e De(%a;’;f¢ )dS) (4.67)

O operador A que aparece nas equacoes ¢ um operador que monta as submatrizes
de elemento nas matrizes do sistema de EDO’s (Eq. 4.57), respeitando a correspon-
déncia entre indices globais e locais dados nas Eqs. (4.47, 4.48, 4.49).

As dimensdes das matrizes que aparecem no sistema (Eq. 4.57) sao NV x NP
para G,, Gy, e G,, NP x NV para D,, D, e D, e NV x NV para todas as outras. A
partir de (Eq. 4.57) é possivel escrever o sistema de EDO’s de forma mais compacta,

acoplando as velocidades nas direcoes z, y e z, o que resulta:

1
Mv+—Kv—-Gp =0
Re

1
Mt — Ko =0 4.68
CF RegeteC (4.68)
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onde agora as variaveis sao definidas como v = [Dvy/ Dt,...,Dvyy/ Dt,vy,. ..,

VNV]T; Vv = [V17 «+-3 VNV, V1,... 7VNV]T7 G = [gf7 s 7g]$\/'Vagzlla s 7g]y\7V7g‘f7 s 7g:/zVV]T7
D = [d},....d%y,d, ..., d%y,di, ..., d&y)T, ¢ = [e1,. .., ene]t, ¢ = [De/ D,
..,Dene/ Dtyc, ... enelt e p=[p1,...,pnp|T, e as matrizes dadas por
M, O 0 2K,y Ky Ko
M = 0 M, 0 K= Koy 2Ky, Ky
0 0 M, K,. K,. 2K,
3NV x3NV 3NV x3NV
G
G=|gq,
* lsNvxnp

4.3 Meétodo semi-Lagrangeano

Trabalhos que datam no final dos anos 50 [34] e inicio dos anos 60 [35] e [36]
relatam o emprego do método semi-lagrangeano. Entretanto, s6 a partir dos anos
80 [37] e [38] este método passou a ser largamente utilizado em problemas predomi-

nantemente convectivos.

O método semi-Lagrangeano foi primeiramente utilizado em sistemas convecgao-
difusao com o objetivo de se obterem duas caracteristicas: passo de tempo grande e
estabilidade. A aproximacao semi-Lagrangeana tem sido utilizada em meteorologia
para predigoes numéricas das condicoes climaticas [39], onde o uso de grandes passos
de tempo é essencial para eficiéncia das simulacoes. Nas equagoes de Navier-Stokes,
entretanto, seu uso nao é tao freqiiente, porém, trabalhos recentes vém demons-
trando sua elevada eficiéncia [40] e [41], principalmente quando o escoamento é

caracterizado por alto nimero de Reynolds.

O algoritimo semi-lagrangeano é um método de fator de integracao no qual tal
fator é um operador de convecgdo que se desloca ("shift") para um sistema de
coordenadas moveis no fluido. A derivada substantiva ou derivada total de um

escalar qualquer ¢ é dado, por simplicidade, no espago de duas dimensoes definido
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por:

Dc Oc oc Ooc
Ft = a + U% + Ua—y (469)

No sistema de coordenadas moveis, a derivada substantiva torna-se a derivada
parcial ordinéaria, e o termo convectivo desaparece, escondido na troca momentanea
de coordenadas.

Em mecanica dos fluidos, coordenadas lagrangeanas sao coordenadas moéveis que
acompanham o fluido. Entretanto, o uso esclusivo do sistema de coordenada lagran-
geana em co6digos numeéricos ¢ instavel porque as trajetorias das particulas tornam-se
cadticas em um curto periodo de tempo até mesmo para escoamentos laminares, com
baixo nimero de Reynolds. O uso do método semi-lagrangeano soluciona esse pro-
blema reinicializando o sistema de coordenada lagrangena depois de cada passo de
tempo. A utilizacao do método é explicita, j& que se necessita da informacao da
varidvel, para o caso de Navier-Stokes a velocidade, no passo de tempo anterior. Po-
rém a informacao que se tem no passo anterior nao necessariamente se localiza em
um ponto da malha, tornando-se necessaria uma interpolagao entre os nos vizinhos
(Fig. 4.1). Como se pode observar, dependendo do grau do polinémio interpolador

utilizado, a precisao do calculo pode variar [15].

dominio

Figura 4.1: Interpolagao da varidvel no tempo anterior

Seguindo o método semi-Lagrangeano, pode-se discretizar a Eq. (4.69) no tempo
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no ponto z; utilizando um esquema de primeira ordem implicito:

n+1
De_da” —d (4.70)
Dt At
onde ¢} = "(x4,t") e x4 é chamado de ponto de saida.

Na forma forte a derivada substancial é calculada ao longo da trajetoria carac-
teristica, determinando-se o ponto x4 e resolvendo a Eq. g—; = f para tras no tempo
t"*1 >t > t" usando a condigao inicial x(¢"™!) = x;. Por clareza, utilizou-se,
para demonstrar esse procedimento, um esquema unidimensional como mostrado na

Fig. (4.2).

tn+2
n+1 .
t Xi
¢" 3
Xd
Xi-1 X; Xi+1

Figura 4.2: Discretizagao unidimensional do método semi-lagrangeano

Tratando-se de um c6digo numérico, algumas situacoes podem parecer de dificil
solucao no ambito do método semi-lagrangeano. A representacdo numérica fora do
dominio computacional, por exemplo, é tratada como NaN, do inglés Not a Number.
A presenca de NaN’s em matrizes gera problemas na solu¢ao. Uma alternativa para
resolver esse tipo de problema é atribuir um valor para a variavel tratada tomando-se
o valor da variavel nos vértices mais proximos localizados dentro do dominio. Esta
situagio esta representada pelo nimero 3 na Fig. (4.3). Outras situagdes podem

ocorrer, como por exemplo, as situacoes 1, 2, 3 e 4 da Fig. (4.3)
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dominio

Figura 4.3: Método semi-lagrangeano

Na trajetoria 1, o ponto do passo anterior ¢” se encontra préximo ao ponto do

"+1 ¢ dentro do dominio do problema. Depois de identificado o elemento

passo atual ¢
que contém o ponto 1, uma interpolacao entre os nés do elemento é necessaria para
se conhecer seu valor. Como o esquema de discretizacao é de primeira ordem, a tra-
jetoria é aproximada por uma reta. No caso do ponto 2, o ponto do passo anterior ¢”

"+1 ¢ dentro do dominio do problema.

se encontra distante do ponto do passo atual ¢
A diferenca entre o ponto 1 e o ponto 2 estd no comprimento das trajetérias. No
ponto 2, a trajetéria também serd aproximada por reta o que pode gerar erro de
aproximacao. Na trajetoria 3 o ponto se localiza entre dois vértices, em cima de
uma aresta. Para esta situacao, uma interpolagao entre os dois pontos da aresta
fornece boa aproximacao para c¢". Na trajetoria 4, o ponto se localiza exatamente
em cima do vértice, portanto nao é necessario nenhuma interpolagao, obtendo assim
o valor exato da variavel no vértice especifico. A representacao grafica para o caso
tridimensional é mais complicada, porém uma analogia ao caso bidimensional pode
ser feita. A situacdo da trajetéria 1 e 2 sdo equivalentes no tetraedro (ou outro
elemento tridimensional), a trajetoria 3 pode ser estendida para uma situacao onde
se deseja conhecer o ponto localizado em uma face do poligono. Para este caso, uma

interpolacao menos custosa pode ser utilizada pois o vértice esta contida no plano do

elemento. O maior custo do método semi-lagrangeano é a determinacao da posicao
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da variavel no tempo anterior n. Deve-se utilizar algoritmos de busca otimizados

para nao haver desperdicio de tempo.

4.3.1 Meétodo Semi-Lagrangeano para A Equacao de Navier-
Stokes

O procedimento da secao anterior sera utilizado novamente para a derivada ma-
terial da equagao de Navier-Stokes. A derivada material (Eq. 4.71) é substituida na
Eq. (4.33) chegando-se a:

Dv  0Ov ov ov ov

n+1

Vi

n

1
A= T (Y V() (4.72)

apos a discretizagdo pelo método semi-Lagrangeano, as Egs. (4.33, 4.34 e 4.35)

resultam em:

m(V?Jrl — Vi w) — g(p"™, w) + 1 k(v,v"tt w) =0 (4.73)
At ? 7 Re ) )
d(g,v"th) =0, (4.74)
m(C?H — oy L ED, ey =0 (4.75)
At ReSc ’ ’

vl oy 1
M 7 d —K n+l G n+1 — 0
( At ) + Re v P
Dv*t =90
At —en 1
M. (L d K.t =0 4.76
( At )+ ReSc < (4.76)
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4.4 FElementos de Malha

A malha utilizada pelo método de elementos finitos possibilita grande variedade
de escolha dos elementos. Estes sao classificados por sua geometria, podendo ser
triangulares e retangulares para o caso em duas dimensoes, tetraedrais, hexaedrais
e prismaticos para o caso em trés dimensoes e pelo tipo de interpolagao empregada
que varia com a ordem do polinémio interpolador, como linear, quadratica, bi-
linear, ciibica, etc. Existem ainda outros tipos de elementos chamados de elementos
1soparameétricos. Esses sao importantes para problemas onde o contorno do dominio
é apresentado em forma curvilinea tendo assim uma caracterizacao particular da

geometria estudada.

A escolha do tipo de elementos em equagoes onde ha acoplamento de variaveis,
como no caso das equacgoes de Navier-Stokes, é restrito. Na literatura, essa restricao
recebe o nome de condicao de Babuska-Brezzi. Essa é uma condicao de estabilidade
referente a0 modo de discretizacao do problema, portanto, a escolha de elementos
adequados é fundamental para manter essa condigao satisfeita. Muitos autores men-
cionam e detalham essa condicao especifica [42], [43]| e [44]. Ha na literatura casos
onde se encontra a solugao do problema sem mesmo a condicao de Babuska-Brezzi
ser satisfeita, mas para tais elementos o método de Galerkin nao pode ser utilizado.
Métodos de penalidades também podem ser usados para contornar essa restricao

[18], [45], [43], porém nao é assunto deste trabalho o uso desta pratica.

A seguir é mostrada a representacao das coordenadas locais e funcoes de interpo-
lacao para o caso de trés dimensoes através da utilizacao do sistema de coordenadas
de volume. Esse parametro é utilizado para formacao das fungoes interpoladoras,
conhecidas como funcoes de forma. Essas func¢oes sao combinacoes especiais das
funcoes lineares produzidas pelas coordenadas de volume. Em seguida serao apre-
sentados alguns elementos referentes ao método de elementos finitos em trés dimen-

soes com uma breve descricao de cada um deles.
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4.4.1 Coordenadas de volume

Considere um ponto P qualquer localizado dentro do tetraedro ¢jkl como mos-
trado na Fig. (4.4.1). As coordenadas lineares locais L;, L;, L, e L; podem ser
calculadas por volumes nao dimensionais. Por exemplo, L; é definida como a razao

da distancia do ponto P até o lado ijk até a distancia do ponto ¢ do lado 27k, assim:

Li=— (4.77)

onde V; representa o volume formado pelo tetraedro ijkP e V é o volume do elemento
tetraédrico. Igualmente L;, Ly e L; sao definidas. Sendo assim, as seguintes relagoes

podem ser estabelecidas:

V. Vi Vi
L. = -2 L, == L = — 4.
Ty SV Ty (4.78)
Vi Vi Vi Vi
Vi A+ Vi+Vi=V 4+ 24 24 —=1 4.79
+Vi+Vi+V vy ity ty (4.79)
Li+Li+Ly+ L, =1 (4.80)

e sua relacao com as coordenadas cartesianas locais z, y e z:
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x = Lz, + Ljzj + Lyzy, + Lixy (4.81)
y = Liyi + Ljy; + Liyr + Lay: (4.82)

z = Lizz’ + Lij + Lka + LlZl (483)

O volume do elemento é descrito como o determinante de uma matriz represen-

tada pelas coordenadas do elemento:

1 =z z
6V = det 2 o=

1 23 yz3 2

resolvendo o sistema apresentado pelas Eqgs. (4.81, 4.82 e 4.83), chega-se também,

aos valores das coordenadas lineares Ly, Lo, L3 e Ly

a; + bix + ¢y + diz

Ly = b 6_|\_/ » (4.84)
a; + bjx + ¢ 2

[,= %" bﬂ 6vjy CZ (4.85)
a xr C z

L= + bk ;V kY + kd (4.86)
Qm mL T Cm m~<

[y=m ™ ;V Yyt (4.87)

4.4.2 Elementos 3D

Elemento tetraédrico linear: Como no caso do triangulo linear, este é o
elemento mais simples para a representacao de problemas em trés dimensoes. As
varidveis sao calculadas nos vértices do tetraedro e suas funcoes de interpolacao
sao de ordem 1. Para problemas que envolvem acoplamentos entre velocidade e
pressao, que é o caso das equacgoes de Navier-Stokes, esse tipo de elemento sofre

severa restricao pois nao atende a condicao de Babuska-Brezzi, apesar de existirem
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métodos para contornar esse problema, a escolha de elementos combinados se torna
necessaria

e pontos de velocidade

() pontos de pressao

N, = L, i=1,2,3,4 (4.88)

Para elementos lineares tetraédricos, com coordenadas locais L;, L; e Ly e Ly,
uma férmula simples para calcular a integral sobre o tetraedro é encontrada na

literatura [29], [45] e expressa por:

Iblcld!
/ / / Li“ijchLmddxdydz:< e A% (4.89)
14

a+b+ctd+3)

Elemento tetraédrico cabico: conhecido como elemento MINI pertencente
a familia Taylor-Hood. Este elemento é a combinacao do elemento linear com a
adicao de um no localizado no centroide do tetraedro, com isso carrega 5 pontos de
interpolacao. Os vértices do tetraedro sao utilizados para o célculo da pressao e o
centréide combinado com os vértices calculam a velocidade. Este elemento satisfaz
a condicao de estabilidade de Babuska-Brezzi e possui as mesmas caracteristicas de

seu correspondente bidimensional, o elemento triangular MINI

N; = L; — 64L,LyLs Ly, i=1,2,3,4
(4.90)
N5 == 256L1L2L3L4
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e pontos de velocidade

() pontos de pressao

Elemento hexaédrico linear: oriundo da familia serendipity, este elemento
apresenta forma de paralelepipedo. O calculo das variaveis se faz apenas nos vér-
tices do elemento. Por nao apresentar noés adicionais, o elemento nao atende a
condicao de estabilidade referente a condicao de Babuska-Brezzi, porém sua utiliza-
¢ao em problemas de mecanica dos solidos é consideravel. Esse elemento tem grande

utilizacao em geometrias simples sem grandes variacoes no contorno do dominio.

e pontos de velocidade

() pontos de pressao

1
Ni = g(l +mo) (1 +19) (1 + po)(mo + no + po — 2), i=1,2,3,4 (4.91)

Elemento prismatico linear: elemento com 6 noés localizados nos vértices.

Esse elemento, da familia serendipity, tem grande utilizacao para descrever contornos
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circulares. Nao atende a condicao de estabilidade de Babuska-Brezzi para utilizacao

nas equacgoes de Nauvier-Stokes.

e pontos de velocidade

() pontos de pressao

1 1
Ni = 5Li(2Li = 1)1+ p) = 5 Li(1 - %), 1=12,3,4 (4.92)

Elemento prisméatico ciibico: com um né a mais no centréide, esse elemento
satisfaz a condicao de estabilidade. Sua interpolacao ctbica oferece boas aproxima-

¢Oes numeéricas.

e pontos de velocidade

() pontos de pressao

1 1
N; = =L;(2L; — 1)(1 + p) — = L;(1 — p?), i=1,2,3,4
2 2 (4.93)
N7 = f(L, Ly, L3, Ly, Ls, Lg, p)
Além desses elementos citados, existem muitos outros como quadrilateros (duas

dimensdes), e variagoes dos que foram apresentados, como o elemento prismatico

com quatorze nés ou até mesmo um elemento hexaédrico com trinta e dois nos,
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sendo representado por todos os vértices mais dois nés por cada aresta. Para uma
analise detalhada de mais elementos, sugerem-se livros de introdugao ao estudo do

método de elementos finitos como [46], [18] e [45].

Escolha do elemento

Devido ao acoplamento velocidade-pressao das equacoes de Navier-Stokes, e par-
tindo do critério de estabilidade de Babuska-Brezzi, os elementos com interpolagao
linear ficam descartados, sendo necessario o uso de elementos combinados onde a
dimensao do espaco de velocidade e pressao é diferente. Na literatura existe grande
variedade de elementos, organizados em familias como, Taylor-Hood, Crouzeix-
Raviart, Serendipity etc, cada uma com abordagem diferente no calculo das variaveis.
A utilizagao do elemento MINI (Fig. 4.4.2) possibilitou uma rapida implementacao
do codigo pois a adigao do centroide é feita pela média dos valores das coordenadas
no vértice. Reunindo a facilidade de implementacao e o preenchimento total das
condicoes de estabilidade, para este problema o elemento MINI tornou-se a escolha

mais apropriada.

4.5 Tetraedralizacao Delaunay

A tetraedralizagdo Delaunay consiste em uma estrutura geométrica de grande
popularidade freqiientemente utilizada na geracao de malhas do método de elementos
finitos. Esta estrutura toma como base de construcao o diagrama de Voronoi, seu
correspondente no espaco dual. O diagrama de Voronoi é largamente utilizado para
mapeamento de cidades, calculando areas e distancias entre regides. Tal diagrama
¢ uma estrutura geométrica que representa a informacao de proximidade entre um
conjunto de objetos.

Para o caso de duas dimensoes, ¢é facil verificar que a triangulacao maximiza o
tamanho dos menores angulos dos triagulos, resultando em uma qualidade satisfato-
ria dos elementos gerados. Porém, para o caso tridimensional, algumas propriedades
nao sao garantidas, mas os elementos apresentam qualidade satisfatoria para utili-

zagao no método de elementos fintios. Sua descrigao se apresenta a seguir:

Dado um conjunto de pontos, sua tetraedralizacao consiste em encontrar segmen-
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tos de reta que conectem esses pontos de tal modo que nenhum desses segmentos
interceptem os demais e que cada ponto seja vértice de pelo menos um tetraedro
formado por esses segmentos. Além disso, a esfera circunscrita a cada elemento
tetraédrico nao poderd conter outros pontos além de seus respectivos vértices.

A tetraedralizacao Delaunay segue os mesmo parametros de seu algoritimo em
duas dimensoes. Ele se origina do diagrama de Vorono: em trés dimensoes, porém
algumas propriedades nao podem ser garantidas como a maximizacao do angulo
minimo de todos os elementos e a minimizacao da maior esfera circunscrita da
tetraedralizacao, que sao parametros de otimizacao da construcao dos elementos.
Mesmo com essas restricoes, o modelo de tetraedralizacao Delaunay oferece bons
resultados e elementos satisfatorios para a utilizacao no método de elementos finitos.

Uma malha tetraédrica Delaunay é apresentada na Fig. (4.4).

(a) Pontos (b) Malha de tetraedros

Figura 4.4: Tetraedralizacao Delaunay

Uma analise detalhada sobre o diagrama de Voronoi e suas triangulagoes e te-

traedralizagdes correspondentes podem ser encontradas em [47], [48] e [49].

4.6 Método da Projecao

Ao final da discretizacao espacial e temporal pelo método de elementos finitos
chega-se a um sistema de equacoes algébricas lineares. Existem diversos métodos

para resolucao desse sistema, mas por apresentarem grande nimero de equagoes,
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técnicas computacionais devem ser utilizadas para diminuir custos computacionais

como tempo de processamento de dados e uso de memoria.

Simplificadamente, podem-se dividir os métodos de resolucao de sistema linear em

dois modelos:

e acoplado

e desacoplado

Os métodos acoplados procuram resolver o sistema completo de forma direta
a cada passo de tempo. No entanto, resolver as equacgoes de Navier-Stokes com
viscosidade variavel e transporte de espécie quimica torna tal procedimento oneroso
devido ao forte acoplamento entre velocidade e pressao e suas fortes nao-linearidades
particulares vindas dos termos convectivos. Como exemplo, pode-se citar o escoa-
mento simples de um fluido em 3 dimensoes. Para este caso, sdo necessarias trés
equacoes de movimento e uma equacao de conservagao de massa, todas acopladas,
chegando ao total de quatro equacoes. Usando elementos finitos e uma malha de
quatrocentos nos (malha pouco refinada) calcula-se, a cada passo de tempo, mil e
seiscentas equacoes. Para problemas que envolvem outras variantes, como variacao
na viscosidade e transporte de espécie quimica, o custo computacional se torna ainda
mais elevado. E neste contexto que se enquadra o presente trabalho, e para diminuir

tais custos, o uso de métodos desacoplados se torna necessario.

Os métodos desacoplados separam as dependéncias internas das equagoes possi-
bilitando uma resolucao seqiiencial do problema sem que haja a necessidade de se
resolver todo o sistema a cada ciclo computacional. Diversos sao os métodos capazes
de realizar tal operacao, dentre eles, o método da projecao vem sendo largamente
utilizado. Tal método foi introduzido por [50], seguido por muitos outros autores,
tais como [51] com o método SIMPLE e |52] com o método MAC. O método da pro-
jecao pode ser aplicado de diversas maneiras, dando origem a métodos continuos,

semi-discretos e discretos.
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4.6.1 Método da Projecao

O método da projecao parte do principio que, para qualquer vetor u € €2, onde

2 ¢ um dominio com contorno suave J€), pode ser unicamente decomposto como

u=u,;+ Vp (4.94)

e vq é solenoidal e paralelo ao contorno 0f), isto é,

V-ugz=0 em Q (4.95)

u;-n=0 em 0 (4.96)

onde p é um campo escalar. Da anélise vetorial, tem-se V x Vp = 0, e portanto a
Eq. 4.94 é equivalente a separar o vetor v em componentes de divergéncia nula e
rotacional nulo.

Para entender a teoria do método da projecao é necesséario interpretar as equacoes
de Navier-Stokes como projegoes. Para simplificar, considera-se as equagoes na
forma conservativa em todo o dominio {2 e considere ainda viscosidade p e densidade

p constantes:

é;—: +V-(vw)=-Vp+vViv+g (4.97)

V-v=0 (4.98)

Assim, escreve-se (4.97) como:

ov

BT +Vp=S8(v) onde S(v)=vV*v+g-V-(vv) (4.99)
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S(u) nao tem, em geral, divergéncia e rotacional nulos. Observe ainda que:

ov 0
V- [E = E(V v)=0 (4.100)

V x Vp=0 (4.101)

A Eq. (4.99), segundo [50] pode ser interpetrada tomando-se v da Eq. (4.94), o
vetor S(v) é conhecido e pode ser projetado em ambos os subespagos de divergéncia

nula (Ov/0t) e rotacional nulo (Vp), ou seja:

W oPlS™] Vp=QISv) (4.102)

onde P e Q sao operadores de projecao, que satisfazem as seguintes propriedades:

P2=P Q2=Q PQ=QP=0 (4.103)

agora, dado um vetor qualquer u, P projeta este vetor no espaco nulo do operador

divergente e Q o projeta no espaco nulo do operador rotacional, isto é:

V-Plu=0 VYue® (4.104)
V-Qu=0 VYue (4.105)

Comparando as Eqgs. (4.100 e 4.102), obtém-se, para os operadores de projegao:

P=1-V(V?) V) (4.106)
Q=I-P (4.107)
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Para as equacoes de Navier-Stokes, esses operadores possibilitam o desacopla-
mento entre aceleragdo e pressdo. Segundo Gresho [53], enquanto pressao e ace-
leracao podem ser calculados seqiienciamente, pressao e velocidade nao podem ser
desacoplados, pois estao fortemente acoplados em escoamentos incompressiveis. Ao
desacoplar velocidade e pressao, uma correcao da pressao desacoplada é recomenda-

vel para trabalhar com o campo de velocidade de forma adequada.

4.6.2 Método da Projecao Continuo

O método da projecao continuo procura fazer o desacoplamento entre as varidveis
ainda na forma continua do problema, ou seja, antes de serem discretizadas no
espaco e no tempo. O primeiro passo do método de projecao consiste em resolver a

aproximacao:

— =S(¥)—Vp (4.108)

onde p ¢ uma aproximacao da pressao, vinda das condigoes iniciais ou do passo an-
terior no algoritmo. Em geral p # p, por isso a velocidade intermediaria v resultante
nao é solenoidal, desta forma v pode ser projetada no subespaco de divergéncia nula
utilizando o operador P. Assim uma projecao solenoidal pode ser aproximada pela

projecao:

uy = P[¥] (4.109)

que pode ser tomada como aproximacao da solucao real. Entretanto ha dificuldades
em aplicar o operador P diretamente pois V2 s6 pode ser invertido através de uma
fungdao de Green [54]. Para evitar a operagiao de inversao do operador V2 outra

aproximacao é tomada: levando-se em conta a Eq. u = uy+ Vo, o passo de projecao
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pode ser feito utilizando-se seguinte decomposic¢ao:

v=v;+Vp com V.-v;=0 (4.110)

onde p é o multiplicador de Lagrange associado com a projecao da solucao inter-
mediria v no subespago de dois vetores de divergéncia nula (v,) e rotacional nulo
(Vo). Como V x Vo =0, entdao V X v =V x v4. Analisando a Eq. (4.110), pode-se

resolver vy e o através de dois passos:

e aplicando-se o operador divergente em (Eq. 4.110), pode-se encontar o através

da equacao de Poisson resultante:

Vio=V-v (4.111)

e conhecendo p, calcula-se v, diretamente de 4.110 na forma:

vg=v—Vo (4.112)

4.6.3 Meétodo de Passo Fracionario

Este método parte das equacoes de Navier-Stokes ja discretizadas no tempo. A
idéia do método ¢ aproximar as equacoes da continuidade calculando uma velocidade
tentativa v, utilizando a equacao de conservacao de quantidade de movimento sem o
termo de pressao, em seguida projeta-se a velocidade tentativa no espaco de fungoes

discretas de divergéncia nula.

V?H — vy Lo n+1 n+1\T
V.-v'th =0 (4.114)
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= -Vp't! (4.115)

A pressio em (Eq. 4.115) é encontrada aplicando-se o operador divergente e
utilizando (Eq. 4.114). Este procedimento resulta na equacao de Poisson para a

pressao dada por:

1
V. Vpttt = VY (4.116)

Para a solu¢ao das Eqs. (4.113 e 4.116), a imposi¢do de condi¢oes de contorno se

torna necessaria, tanto para a velocidade v quanto para pressao p.

4.6.4 Método da Projecao Discreto

O método da projecao discreto baseado em decomposicao LU é obtido através
de fatoracao em blocos do sistema linear resultante. Isto implica que a separacao
(ou split) entre velocidade e pressao é feita depois da discretizagdo no espago e no

tempo das equagoes de governo:

vl — yn 1
M(—g7) & BV = Gy = (4.117)
(&
Dv"t =0 (4.118)
M(C;H1 “Cyy L gy (4.119)
At ReSc ¢ T '

A Eq. (4.119) pode ser resolvida separadamente, no entanto, as Eqgs. (4.117 e 4.118)

formam um sistema de equacoes que pode ser representado por:
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B —AtG vl r" bc;
, — + (4.120)
D 0 prtt 0 bey

onde agora o sistema é escrito apenas para as incoégnitas do problema, ou seja,

n+1 __ [ n+1 n+1l _n+1l n+1 n+1 n—i—l]T n+1 __ [pn+1 n—i—l]T
= Uy -, y P - 1 -

v c U UL U W, Wiy -, PNp

?
sendo Nu, Nv, Nw e Np o numero de incognitas (nos livres) para velocidade na
diregao x, velocidade na direcao y, velocidade na diregao z e pressao respectivamente.
A notacdo para as matrizes e vetores foi mantida a mesma por simplicidade. A

matriz B é dada por:

At
B=M+ =K 4.121
+ = (4.121)

e o lado direito representa as grandezas conhecidas no tempo n,

r" = —Atv] + Mo" | (4.122)

mais as condicoes de contorno que nada mais sao do que as contribuicoes dos valores
conhecidos de velocidade e pressao no lado direito do sistema.

O método da projecao baseado em fatoracao LU visa decompor a matriz do
sistema (Eq. 4.120) através de uma fatoragao por blocos. Em [55] sdo apresentadas
varias formas de se fatorar esta matriz, cada forma dando origem a uma familia
de métodos diferentes. Utilizando uma fatoragao canénica LU por blocos, tem-se o

seguinte sistema:

B 0 I -AtB;'G| |vH! " bcy
D ADB{'G| |0 1 | 0 be,
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O sistema apresentado em (Eq. 4.123), se resolvido, da origem ao método de
Uzawa [56]. Porém sua solucdo é cara computacionalmente devido a inversdo da
matriz B a cada iteracdo. Para contornar esse problema foi utilizado um processo
de aproximagao conhecido por lumping [56]. Duas aproximagoes foram testadas, a
primeira aproximou a matriz M por uma matriz de massa diagonal My ' enquanto
que a segunda aproximou a matriz B na matriz B, ! também diagonal. Na primeira
aproximacao, algumas oscilacoes foram encontradas nos campos de velocidade para
ntimero de Reynolds baixo. Ja na segunda os resultados nao apresentaram oscila-
¢oes. E importante mencionar que, segundo [56], diferentes aproximagoes para as
matrizes By e Bs podem ser feitas, porém, para satisfazer exatamente a equacao de
conservacao da massa, é necessario que B; = By e assim todo o erro cometido no
desacoplamento aparece somente na equacao de quantidade de movimento. O novo
sistema, com a descricao da técnica de lumping é apresentado no Cap 5. Resolve-se

o sistema desacoplado (Eq. 4.123) da seguinte maneira:

B 0 vl rm bc,
. — + (4.124)
D AtDB;'G| |p*! 0 bc,
Bv =r"+bc; (4.125)
AtDB 'Gp"™ = —DV + bc, (4.126)
I —AtB;'G| |v**! vl
. = (4.127)
0 I pn+1 pn+1
(4.128)
vt = v+ AtB7IGp Tt (4.129)

Este procedimento é semelhante ao procedimento apresentado no Método de
Passo Fracionério, porém nao héa necessidade de imposicao das condi¢oes de contorno

para a velocidade tentativa e pressao.
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Capitulo 5
Codigo Numérico

A elaboracao de um cédigo numérico é um processo complexo, fascinante, ela-
borado e trabalhoso. A simplicidade deve fazer parte da implementacao. Na ela-
boragao do cédigo numérico NS3d, muitos desafios foram vencidos. Desde simples
problemas de sintaxe até incertezas nas metodologias empregadas, passando por
problemas numéricos, problemas em armazenagem e tempo de processamento. No
final do processo de implementacao do codigo buscou-se aproveitar o maximo que o
método numérico possibilita, reduzindo gastos com armazenagem e processamento.
Simetrias foram utilizadas para reduzir acesso a memoria, algoritmos eficientes fo-
ram testados para diminuir custos computacionais e a utilizacao da programacao
orientada a objetos visando reutilizacao e facil manutencao.

A proposta deste capitulo é mostrar as principais caracteristicas do cdédigo NS3d
bem como a descricao da metodologia utilizada na solugao das equacoes de Navier-

Stokes acopladas ao transporte de espécie quimica pelo método de elementos finitos.

5.1 O "loop"dos elementos

No método de elementos finitos, as integrais sao aproximadas por somatorios
provenientes da formulacao variacional e do método de Galerkin. O computador
executa esses somatorios através de estruturas de controle conhecidas como loop.
Na linguagem de programacao C, por exemplo, utiliza-se o comando for ou while
para executar tal procedimento. O algoritmo descrito a seguir refere-se a montagem

das matrizes globais do termo viscoso, da massa, do gradiente da pressao.
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loop da matriz do termo viscoso, de massa e do gradiente

for k = 1 ... nele { loop sobre os elementos }
miniElement { rotina das matrizes elementares }
for j =1 ... ngleu { loop sobre os nés do elemento }
for i =1 ... ngleu { loop sobre os nés do elemento }
assembling K
assembling M
end
for i =1 ... nglep { loop sobre os vértices do elemento }
assembling G
end
end

end

O primeiro loop se refere ao dos elementos: responsavel pela passagem em todos
os elementos da malha. Em seguida, o c6digo entra na rotina de calculo das matrizes
elementares miniElement do elemento MINI. Nesta rotina procede o calculo da
quadratura gaussiana, assunto da proxima secao. Os dois proximos loop se referem
a varredura dos nés do elemento, finalizando com a montagem das matrizes K e M.
O 1ltimo loop deve ser destacado, pois a dimensao da matriz G é diferente, portanto
é utilizado um limite diferente com dimensao de nglep, que representa os nos livres
de pressao.

As matrizes de massa e do termo viscoso sao montadas no mesmo loop. Estas
matrizes podem ser divididas em blocos representando as compontentes u, v e w.
Para a matriz de massa, apenas os blocos da diagonal sao montados, referentes a
cada componente. A matriz do termo viscoso apresenta, além dos blocos na diagonal,
blocos em toda a matriz. Para a montagem da matriz do gradiente, os limites do
loop sao o ntimero do grau de liberdade para velocidade ngleu e o ntimero do grau
de liberdade para pressao nglep. Portanto, a matriz do gradiente é retangular, pois
ngleu = 5 e nglep = 4 em se tratando do elemento MINI. Para condic¢oes de contorno
de nao deslizamento, a matriz do divertente ¢ igual a matriz transposta do gradiente,

isto ¢ D = GT, portanto nao sera representada em forma de pseudo-codigo.
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Apresenta-se a seguir o c6digo de montagem das matrizes provenientes da equa-

¢ao de transporte.

loop da matriz do termo viscoso e da massa do transporte de massa

for k =1 ... nele { loop sobre os elementos }
linelement { rotina das matrizes elementares }
for j =1 ... nglec { loop sobre os vértices }
for i =1 ... nglec { loop sobre os vértices }

assembling Kc
assembling Mc
end
end

end

A equacdo de trasporte de massa é escalar, portanto as dimensoes das matrizes
formadas sao menores se comparadas as de Navier-Stokes. O loop é semelhante
porém com limites diferentes. nglec representa o nimero de graus de liberdade
do escalar ¢. Como c¢ é avaliado somente nos vértices do tetraedro, nglec = 4.
linElement ¢ a rontina de calculo das matrizes elementares para o elemento linear,
utilizando quadratura gaussiana.

As matrizes do termo viscoso e de massa também apresentam a mesma dimensao.

Suas montagens assemelham-se & matriz de massa das equacoes de Navier-Stokes.

5.2 Quadratura Gaussiana

Apos a formulacao variacional das equacoes diferenciais, o calculo de integrais
deve ser feito. O método analitico de solugao fornece valores exatos para as integrais,
porém dependendo do tipo de elemento escolhido, suas fun¢oes de forma apresentam
graus elevados e de dificil manipulagao. Essa foi a primeira abordagem na elabora-
¢cao do codigo bidimensional, ja necessitando de complicada manipulacao simbolica
computacional. Para o caso tridimensional, a complexidade cresce rapidamente tor-
nando este processo de solugao impraticavel. Féormulas fechadas também podem ser

utilizadas para o calculo das integrais, mas sua utilizacao é limitada. Um dos recur-
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sos mais empregados para o desenvolvimento das integrais ¢ a quadratura gaussiana.
Este método numérico visa calcular, através de somatorios, o valor dos polinémios.
Dependendo da quantidade de pontos de quadratura a integracao numérica é exata
e equivalente ao método analitico. Suas grandes vantagens se encontram na imple-
mentagao do codigo, relativamente simples, e na facilidade de troca de elementos,

pois a estrutura do codigo se mantém inalterada.

A idéia geral do método é transformar os valores das integrais ja calculadas no
elemento padrao para um elemento qualquer com suas respectivas coordenadas. O
elemento padrao é conhecido como elemento mestre. Este elemento possui coorde-
nadas fixas conhecidas (ver Fig. 5.1)) e fungoes de forma ja calculadas. A relativa

dificuldade do método é implementar a transformacao de coordenadas.
4
y X
3
: J
/ |
2

Figura 5.1: Transformacao de coordenadas

A transformacao de coordenadas é dada através do operador Jacobiano. Com ele

é possivel rotacionar e transladar o elemento para sua nova base (¢, 7, §) reduzindo
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ou aumentando seu volume original.

S5 2, ) dednd¢ —— [, [ [. Q(x,y, z) dudydz

(5.1)

O operador Jacobiano é uma matriz de derivadas parciais e é dado por:

Jz Jy 0z
o8 0 OE
J= |0z Oy 0z
on On On
Jz Jy 0z
| 9¢ 9¢C O¢

Cita-se, por exemplo, a transformacao das derivadas do elemento genérico para

derivadas do elemento mestre:

ON; oz Oy 9z| | ON; ON;
o€ o 0f 0| | Ox Oz
ONi| — |0z Oy 9z| |ONi| — 3 |ON;
on on On On y Oy
ON; oz Oy 9z| | ON; ON;
_8(_ _8( ¢ 8(_ _82_ _az_

Agora, para se conhecerem as derivadas do elemento genérico (derivadas globais),

procede-se de modo inverso com a matriz do jacobiano:

ON; ON;
ox 0&
8NZ' — J—l 8NZ
dy on
ON; ON;
i 0z | i oC |
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A transformagao de coordenadas é extremamente ttil numericamente. Os valores
dos pontos de integracao e das fungoes de forma para o elemento mestre podem ser
armazenados na forma de lista, ou matriz, j& que sao conhecidos. Em seguida
transformam-se os valores das integrais para o elemento genérico desejado, através
da mudanca de base. Essa rotina foi executada dentro do loop dos elementos, pois
deve passar por todos os elementos da malha.

Cita-se, como exemplo, o elemento tetraédrico MINI, utilizado neste trabalho

(Fig. 5.2).

/.
centroide

As funcoes lineares Ly, Lo, L3 e L, descrevem, assim como as coordenadas x,
y e z a posicao em um tetraedro. As funcoes de forma do elemento MINI, podem
ser representadas por combinacao das fungdes lineares (Eq. 5.6). Como condigao no
método de elementos finitos a funcao interpoladora possui valor 1 no vértice ¢ do

indice de N; e 0 em todos os outros vértices.

Li=a+bx+cy+dz N, =L, —64LLyLsL, (5.2)
Ly = ag + by + coy + daz Ny = Ly — 64L,LyLsL, (5.3)
L3 = a3 + byx + c3y + dsz Ny = Ly — 64L1LoLsLy (5.4)
Ly = a4+ byr + cuy + dyz Ny= L, —64L,LsLsL, (5.5)

Ns = 25611 Lo Ly Ly (5.6)

Vale notar, através das funcoes de forma, que o grau das equacoes N; é de ordem

elevada (quarto grau). Para elementos de ordem alta, muitos pontos de quadratura
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sa0 necessarios para uma aproximacao razoavel das fungoes. Para o caso estudado,
a integral que calcula a matriz de massa (Eq. 5.7) representou o polinémio de mais
alta ordem. Por nao conter derivadas em seu céalculo, o polindémio é de grau 8. Ja a

matriz do termo viscoso (Eq. 5.8) possui polinémio de grau 6.

M = / N5N5 08 = / (256 Ly Lo L3 L4)*08) = / cl3L5L5L50Q — 8°grau
Q Q Q

(5.7)
ONs5 ON: ]
K = / 8Lf 8Lf /Q (256 Ly L3 L)? 0 = /Q cL2L2L200 — 6°grau
(5.8)

a letra c representa a constante 65536.

Para este elemento, foi utilizada quadratura gaussiana de 45 pontos distribuidos
no interior do elemento tetraédrico. A matriz de massa também foi calculada anali-
ticamente para validacao da quadratura numérica, ja que, como mostrado acima, é
nela que esta presente o polinémio de maior grau. Os resultados obtidos sao equiva-
lentes. Outras regras de quadratura gaussiana foram experimentadas, desta vez com
o nimero de pontos de quadratura variando de 5 a 53 pontos. Apesar de apresen-
tarem custos computacionais menores, os resultados obtidos nao foram satisfatorios

devido as aproximacoes dos valores das integrais.

5.3 Matrizes

As matrizes resultantes do processo de montagem no métodos de elementos finitos
apresentam caracteristicas proprias. O acoplamento entre as equacoes de Navier-
Stokes e o transporte de espécie quimica proporcionou o preenchimento de todos
os blocos da matriz do termo viscoso, devido as constribuicoes dos termos cruzados
resultantes da variacdo de viscosidade. A matriz de massa apresenta preenchimento
apenas nos blocos da diagonal. A matriz do divergente apresenta a mesma carac-
terfstica da matriz do gradiente, pois D = GT. As Figs. (5.2 e 5.3) apresentam a

estrutura das matrizes globais e sua visualizacao real, respectivamente.
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| K11 Ki2 Kis | | M, |
K= K21 K22 K23 M-= M.
Ka1 Ki2 K33 M;
_ - _
G- G2 D= D: D D3
Gs

Figura 5.2: Esquema de montagem das matrizes do termo viscoso, da massa, do

gradiente e do divergente.

Ki1 = 2kyy + kyy + k.. Ki2 = kay
Kis = k. Ko = kyx
Koo = kyy + 2kyy + k.. Kss =k,
K33 = 2k, + kyy + 2k, K3z =k,
M; = Mz = M3 = my, Ks1 = k..
G1=0, G2 =gy
Gs =g. D=G"

Para o caso das matrizes globais formadas a partir da equacgao de transporte de
espécie quimica, as estruturas retiradas do codigo sao apresentadas pela Fig. (5.4).
Nota-se que o padrao de formagao da estrutura matricial ¢ diferente da estrutura
das matrizes da equacao de Navier-Stokes. As matrizes da equacao de transporte

de espécie quimica sao formadas a partir das funcoes de forma do elemento linear,
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Figura 5.3: Matrizes do termo viscoso, de massa, do gradiente e do divergente
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Figura 5.4: Visualizagao das matrizes (a) de massa e (b) do termo viscoso da equagao

de transporte de espécie quimica

resultando em um padrao com uma largura de banda menor. A contribuicao do
centréide no elemento tetraédrico MINI aumenta a distribuicao de entradas nao

nulas e a dimensao da matriz, como pode ser apreciado na Fig. (5.5).

5.3.1 Matriz “Lumped”

A matriz diagonal comentada no Cap. 4 envolve uma aproximacgao conhecida na
literatura por lumping. Esta técnica consiste em somar todos os elementos de linha
e localizar a soma na diagonal principal da matriz. O mesmo procedimento pode
ser feito em elementos de coluna. Esta aproximagao é valida quando a diagonal
principal tem dominancia sobre o somatoério dos elementos adjacentes da diagonal
principal.

A Fig. (5.6) ilustra o procedimento de lumping e a Fig. (5.3.1) representa as
matrizes B e a matriz diagonal.

Nota-se que a utilizacao desta técnica se faz necessaria pois a inversao de matrizes
nao-diagonais gera custos computacionais elevados, diferente da inversao da matriz
diagonal, que é realizada de forma imediata. As vantagem deste procedimento sao
evidentes se comparados aos gastos de processamento com a inversio de B~ O

algoritmo final, utilizando a matriz Lumped é dado por:
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Figura 5.5: Contribui¢ao do centréide na matriz do termo viscoso. (a) matriz B e

(b) vista digitalizada de um bloco da matriz B

Figura 5.6: Matriz Lump de linha e matriz Lump de coluna

e Resolve-se v de
Bv =" + bC1
e Resolve-se p*™! de

AtDM;Gp™t = —Dv + bey

e Encontra-se a velocidade final v**! usando
v =¥+ AtM, T G
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Figura 5.7: Visualizacao da estrutura matricial do processo de diagonalizacao. Do

lado esquerdo a matriz de massa e do lado direito a matriz de massa lumped

5.4 Condicoes de Contorno

As condicoes de contorno sdo aplicadas na matriz global montada, resultando
em um algoritmo simples de implementacao e manutencao. No final da rotina, as
matrizes sao retornadas com as condigoes de contorno estabelecidas e a contribuicao
no vetor do lado direito. Simplificadamente, este algoritmo pode ser descrito na

forma:

Localiza-se o vértice de condicao de contorno na matriz;

e Soma-se a coluna onde estd situado o vértice da matriz para o vetor condicao

de contorno;

e Coloca-se 1 na posicao na diagonal do vértice de condigao de contorno na

matriz;

e Preenchem-se com zeros a coluna e a linha da matriz correspondente ao vértice

de condigao de contorno;

e Localiza-se o proximo vértice e executa-se o passo novamente.

apoOs 0S Sucessivos passos:
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e Coloca-se o valor da condicao de contorno na posi¢ao do vértice no vetor do

lado direito.

Deve-se notar que esse algoritmo é valido somente para sistemas adimensionali-

zados. Para sistemas dimensionais outros valores devem ser associados aos vértices.

5.5 Solucao do Sistema Linear

O final do processo do método de elementos finitos, termina no sistema de equa-
¢oes algébricas do tipo Ax = b, onde é uma matriz esparca. Como comentado no
Cap 4, inimeros sao os meios de resolucao desse sistema. Nesse trabalho, o método
da projecao discreto possibilitou o desacoplamento das variaveis velocidade-pressao
e o célculo seqiiencial das equacoes, obtendo-se custo computacional menor. Uma
outra caracteristica importante se refere ao método semi-lagrangeano. Com ele,
consegue-se manter a matriz do sistema linear Az = b simétrica. A utilizacao si-
multanea do método da projecao e do método semi-lagrangeano permitiu o emprego
de métodos iterativos que usam matrizes esparsas e simétricas, como é o caso do
método de gradiente conjugado.

Métodos diretos para solucao de sistemas lineares sao exatos, sujeitos apenas a
efeitos de erros de arredondamento em um namero finito de passos [57]. Aparente-
mente a solugao é apropriada, mas o preco pago em calculos e armazenagem pode ser
proibitivo para sistemas lineares grandes. Em contrapartida, os métodos iterativos
comecam com estimativa inicial para solucao e iteram até atingir a precisao que se
deseje. Na teoria, infinitas iteracoes podem ser necessarias para o calculo exato do
sistema linear, mas na pratica ajusta-se um critério de parada com alguma medida
de erro, quando normalmente se usa alguma norma do residuo.

Uma grande variedade de métodos iterativos estao presentes nos livros e tex-
tos académicos, como o método de Jacobi, método de Gauss-Seidel, gmres, método
de gradientes conjugados, além de variagoes desses. Para solucionar sistemas line-
ares simétricos, positivo-definidos e esparsos, o método de gradientes conjugados
apresenta 6timos resultados e grande eficiéncia. Aliado a um pré-condicionamento,
o método de gradientes conjugados diminui ainda mais os gastos com tempo de

processamento.
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O processo de solucao do sistema linear tem como ponto de partida a reordenacao
dos elementos da matriz para reducao da largura de banda. Neste trabalho foi utili-
zado o algoritmo Cuthill-McKee reverso. O algoritmo de Cuthill-McKee tradicional
reduz a largura de banda de uma matriz reordenando os indices de cada vértice. J&
o Cuthill-McKee reverso procede da mesma maneira, porém os indices dos vértices
ficam em ordem reversa. A largura de banda de uma matriz é calculada como o
maximo da largura de banda de cada linha da matriz. A largura de banda de uma
linha de matriz é essencialmente a distancia entre a primeira e a tultima entradas
diferentes de zero na linha, tendo em vista que os nimeros da diagonal sdo sempre
tratados como diferentes de zero [58]. O algoritimo produz R n-tuplas de vértices
reordenados. A Fig (5.8) representa a acao do algoritmo Cuthill-McKee reverso na

matriz B
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e 7000

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

nz = 1653570 .
%10 nz =208722

Figura 5.8: Aplicacao do algoritmo Cuthill-McKee reverso na matriz B

Com a utilizacao do reordenamento o tempo de processamento reduzido em apro-
ximadamente 90%, para um problema envolvendo cem mil elementos, comparado ao
método de gradientes conjugados pré-condicionados sem reordenamento de matriz.

Computacionalmente, o algoritmo define-se da seguinte forma:

Algoritimo Cuthill-McKee Reverso

escolhe-se um vértice periférico x e toma-se R=(x)
for k=1,2,3,..., |RI<n

construa A; adjunto de Ry, onde Ry & a k-ésima componente de R,
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exclua os vértices que ja& se encontram em R
A = Adj(Ry) R
ordene A; com ordem decrescente de vértices
adicione Aj, no resultado de R

end

O pré-condicionador Cholesky incompleto procede fazendo fatoracao aproximada
na matriz do sitema linear resultante do reordenamento de Cuthill-McKee, tornando-
a triangular, como mostrado na Fig. (5.10). Apos essa etapa de pré-condicionamento
da matriz, calcula-se, através do método de gradiente conjugado, a solucao do sis-
tema linear. A vantagem da utilizacdo do método de gradiente conjugado pré-
condicionado esta relacionada com o niimero de iteragoes necessarios para obtencao
da solugao desejada. Para o caso dos sistemas lineares referenciados no Cap 4,
formados pelo método de elementos finitos, a escolha do método de gradiente con-
jugado pré-condicionado forneceu os melhores compromissos entre precisao e tempo

de processamento.
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nz=208722 nz =B5586

(a) (b)
Figura 5.9: Ultilizacao do pré-condicionador Cholesky incompleto na matriz reorde-

nada pelo algoritmo Cuthill-McKee reverso. (a) matriz antes do pré-condicionador

Cholesky incompleto e (b) ap6s o mesmo

Apo6s o pré-condicionamento a solucdo do sistema fica por conta do método
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Figura 5.10: Cholesky incompleto para as matrizes sem reordenamento (esquerda)

e com ordenamento utilizado o algoritmo Cuthill-McKee reverso

de gradientes conjugados. Este método converge para o minimo de uma funcao

quadratica representada pela expressao:

o(x) = % TAz —2™b (5.12)

Quando o minimo da funcao é alcancado, chega-se & solucdao do sistema Ax =
b. A matriz A deve ser positiva-definida e simétrica. No caso de matrizes mal
condicionadas, a utilizacao de pré-condicionadores acelera a convergéncia da solucao.

O algoritmo ¢é ilustrado a seguir.

Método de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado

To = tentativa incial

To b - AQ?O

-1
R To

50
for k = 0,1,2,...
ap = ri R™Y / slAs {parimetro de procura}

Tp+1 = Tk + aiSg {atualizagdo da solugdo}
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Tkl = Tk = QRpASE {calcula novo residuo}
_ T p—1 T p—1

bk+1 = TI@-}—IR Tk+1/TkR Tk

Sky1 = Rk + bpyisk {nova diregdo de procura}

end

5.6 Orientacao a Objetos

Os paradigmas da orientagao a objetos sao empregados para a elaboragao do
codigo numérico de forma a facilitar a manutencao e reaproveitamento do codigo.

A Fig. (5.11) representa o diagrama de classes atual, em linguagem UML.

Solver

<<construtor>> + Solver
+rem()

+ chollnc()

+peg()

+gmres()

+ begstab()

TElement
‘ <<construtor>> + TElement
Simulator
Model
<<construtor>> + Simulator
<<construtor>> + Model init .
+ delaunay3() i L:‘e()()
+ estadoBase() P
+ perturbacao() + convectLin()
+ assemble()
+ save()
+ load()
FEMLinElement FEMMiniElement

+ getM() +getM()

+ getK() +getK()

Figura 5.11: Diagrama de classes UML

Na classe Model encontram-se os métodos de criacao de malha de tetraedralizacao
Delaunay, as rotinas de identificacao dos vértices, o ajuste de condi¢oes de contorno
e os parametros adimensionalizadores. Portanto, a classe Model contem atributos
para instanciar um objeto do tipo malha. A classe TElement é responsavel pelo

tipo de elemento escolhido. Até o presente momento, apenas duas classes herdei-
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ras estao implementadas, FEMLinElement e FEMMiniElement. Em FEMMiniElement
encontram-se os métodos +getM e +getK responsaveis pela quadratura gaussiana
e pelo calculo das matrizes elementares do elemento tetraédrico MINI. A matriz
de massa do elemento é calculada apenas uma vez, portanto o codigo s6 utiliza
o método getM na inicializacdo do sistema. Apos este procedimento, o codigo é
atualizado através do método +assemble usudrio do método +getK. Para a classe
FEMLinElement as mesma rotinas de FEMMiniElement estao presentes, porém para
o caso do elemento linear nao ha necessidade do calculo das matrizes do gradiente
ou do divergente. Nota-se que para a equacao de transporte nao hi necessidade
de caculo da matriz do gradiente. As matrizes elementares montadas em +getM
sao: matriz de massa, matriz do termo viscoso e matriz do gradiente. Em +getK,
monta-se apenas a matriz do termo viscoso, que deve ser atualizada a cada passo.
A classe mais importante do coédigo numérico é a classe Simulator. Esta é respon-
savel pela montagem das matrizes (Assembling) através do método +init. A classe
Simulator também é responsavel pela aplicacao das condicoes de contorno e pela
preparacao do sistema linear. Em seguida, o objeto sistema linear é encaminhado
para a classe Solver onde a solucao do problema é processada utilizando os méto-
dos +rem, +chollnc e +pcg. O algoritmo de simulagao, em pseudo-linguagem, esté

apresentado abaixo:

Algoritmo do Simulador 3D

m = Model(argl,arg?2,...arglN) {cria classe Model}

m = delaunay3D (m) {tretraedralizagdo da malha}

m = estadoBase(m) {condig3do de contorno}

m = perturbacao(m) {inclusdo de perturbacdo}

s = Simulador (m) {cria classe Simulador}

p = Solver() {cria classe Solver}

s = init(s) {inicializag¢8do das matrizes globais}

for j =1 ... tempo da simulagéo
s.step(s) {passo de simulagio}
p.pcg(s) {resolve sistema linear}
s.save(p) {grava solugdo em arquivo}

end
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Capitulo 6

Validacao do Coédigo e Resultados

Numeéricos

Neste capitulo serao apresentados os resultados obtidos com a simulacao numé-
rica das equacoes de Navier-Stokes acopladas a equacao de transporte de espécie
quimica. Serao apresentados trés casos relacionados a escoamentos tridimensionais.
A primeira se¢ao refere-se ao escoamento laminar em um degrau. Uma analogia é
feita a partir dos resultados numeéricos obtidos da simulagao bidimensional apresen-
tados em seminario (ver apéndice B). A segunda se¢ao refere-se ao caso classico de
escoamento proximo ao eletrodo de disco rotatorio. Nesta simulacao foram discre-
tizadas apenas as equacgoes de Navier-Stokes tendo como condicao fixa viscosidade
constante. A terceira secao trata também da discretizacao das equacoes de Navier-
Stokes porém com perfil de viscosidade variavel.

Todas as simulagoes numéricas foram realizadas em computadores pessoais com

a seguinte configuracao:

e Intel Pentium IV Prescott 3.0 GHz 533 MHz FSB, 1,0 Gb de memoria RAM,
100,0 Mb de disco rigido. Sistema operacional LINUX Fedora 6, utilizando
software MATLAB.

6.1 Escoamento em um degrau

A simulacdao de escoamento incompressivel viscoso em um degrau, backward-

facing step, é caso classico. Tanto pesquisadores experimentais quanto numeéricos

97



utilizam esta geometria para validacao de seus resultados. A geometria padrao
utilizada é apresentada em [43|. Para simplificagdo do problema, a geometria ndo
apresenta a regiao de canal na entrada do escoamento. Uma comparagao entre os ca-
sos bidimensional e tridimensional é feita comparando-se qualitativamente o padrao
de formacao do escoamento e a curva caracteristica produzida pela componente u
na saida do canal. O método de elementos finitos foi utilizado para discretizagao das
equacoes de Navier-Stokes acopladas a equacao de transporte de espécie quimica. A

geometria e condi¢oes de contorno para os dois casos sdo apresentadas nas Figs. (6.1

e 6.2).

™ u=0 v=0

<c
In
o

- p=0

1.0

0.5
<c
TR
o

Figura 6.1: Geometria e condicoes de contorno para o problema do degrau em 2D

No caso 2D a condicao de nao deslizamento é imposta nas paredes do dominio
para as componentes u, v. A pressao vale zero na saida do canal. Para a espécie
quimica, ajusta-se unicamente a condicao de contorno na entrada do canal. No
escoamento tridimensional buscou-se uma analogia com o caso bidimensional. A
condicao de nao deslizamento é semelhante ao caso 2D, diferindo apenas na inclusao
da componente w. A velocidade na direcao z é igual a zero nos planos superior e
inferior do dominio. A pressao na saida é nula.

A estrutura dos escoamentos é apresentada pelas Figs. (6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7,
6.8). O primeiro caso considera os niameros de Reynolds e de Schmidt baixos e com
a mesma ordem de grandeza. Com o nimero de Reynolds baixo, os termos viscosos
das equacoes de Navier-Stokes exercem influéncia maior sobre os termo convectivos,

caracterizando escoamento viscoso. A camada limite de velocidade possui baixo
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Figura 6.2: Geometria e condicoes de contorno para o problema do degrau em 3D

gradiente, tornando-a espessa, como pode ser observado na Fig. (6.3). Devido ao
acoplamento, através da viscosidade, das equacgoes de Navier-Stokes e transporte de
espécie quimica, o nimero adimensional que aparece como coeficiente do termo de
difusao da equacao de transporte é o produto entre os nimeros de Reynolds e Schmidt
como mostrado no Cap. 3. Portanto, espera-se um comportamento diferente entre a
camada limite de velocidade e a camada limite de concentracao. Porém, para valores
baixos nos ntimeros adimensionais do termo viscoso, o termo convectivo exerce pouca

influéncia na equacgao, conseqiientemente a camada limite de concentragao é espessa.

Para o escoamento caracterizado pelas Figs. (6.5) e (6.6) os valores dos niimeros
de Reynolds e Schmidt foram ambos modificados para 100. O nimero de Reynolds
baixo ainda caracteriza um escoamento tipicamente viscoso, porém a camada limite
de velocidade nao apresenta espessura equivalente com o caso da Fig. (6.3). A
camada limite de concentracao ¢ fina devido ao produto Re x Sc ser elevado, o

termo convectivo comeca a influenciar o campo de transporte de massa.

Nos graficos da Fig. (6.7), observa-se escoamento pouco caracteriado pela visco-
sidade. O nimero de Reynolds alto diminui a influéncia do termo viscoso. O elevado
gradiente de velocidade determina a fina espessura de camada limite e valores altos

de velocidade no meio do canal. O campo de pressao apresenta grandes variacoes
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indicando zonas de recirculacao, como pode ser observado também no campo de ve-
locidade na dire¢ao x (Fig. 6.8). O transporte de espécie quimica apresenta camada
limite fina. O nimero de Reynolds alto amplifica o nimero de Péclet de massa tor-
nando o termo viscoso desprezivel na equagao de transporte. A Fig. (6.8) representa

a simulagao em um namero de passos elevados.

Figura 6.3: Simulacao de escoamento laminar em estado inicial com parametros
Re =10 e Sc = 10. em 2D e 3D respectivamente, (a) velocidade na diregao z, (b)

velocidade na dire¢do y, (c) pressao e (d) espécie quimica.
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Figura 6.4: Simulacao de escoamento laminar em estado avancado com parametros
Re =10 e Sc = 10. em 2D e 3D respectivamente, (a) velocidade na direcao z, (b)

velocidade na dire¢ao y, (c¢) pressao e (d) espécie quimica.
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Figura 6.5: Simulacao de escoamento laminar em estado inicial com parametros
Re = 100 e Sc = 100. em 2D e 3D respectivamente, (a) velocidade na diregao z,

(b) velocidade na dire¢do y, (c¢) pressao e (d) espécie quimica.
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Figura 6.6: Simulacao de escoamento laminar em estado avancado com parametros
Re = 100 e Sc = 100. em 2D e 3D respectivamente, (a) velocidade na diregao z,

(b) velocidade na direcao y, (c¢) pressao e (d) espécie quimica.
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Figura 6.7: Simulacao de escoamento laminar em estado inicial com parametros
Re = 10000 e Sc = 100. em 2D e 3D respectivamente, (a) velocidade na diregao z,

(b) velocidade na dire¢do y, (c) pressao e (d) espécie quimica.
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Figura 6.8: Simulacao de escoamento laminar em estado avancado com parametros
Re = 10000 e Sc = 100. em 2D e 3D respectivamente, (a) velocidade na diregao z,

(b) velocidade na dire¢do y, (c) pressao e (d) espécie quimica.
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6.2 Escoamento nas proximidades de um disco ro-
tatorio

Um exemplo de solucao exata das equacoes de Navier-Stokes é o escoamento
em um disco plano rotatério submerso em um fluido com velocidade angular 2
constante. Devido a condicao de nao deslizamento no disco, a camada do fluido
proximo da parede é empurrado para fora através da forca centrifuga. Para satisfazer
a conservacao de massa, novas particulas de fluido sao empurradas para o disco na
direcao axial e entao empurradas para fora novamente. Conseqiientemente, esta
situacao caracteriza um escoamento completamente tridimensional. O escoamento
nas proximidades do disco é representado em perspectiva por (Fig. 6.9). A velocidade
é decomposta nas componentes radial, azimutal e axial em coordenadas cilindricas

r, w e z. A solucdo do escoamento estacionario foi descoberta e calculada por von

Karman em 1921. Em 1934 Cochran calculou uma solucao ainda mais precisa.

Az

Figura 6.9: escoamento proximo a um disco rotatério no estado estacionario.

Os resultados da Simulacao Numérica Direta dos campos hidrodinamico nas

proximidades de um eletrodo de disco rotatorio partem das seguintes situagoes:

e Eletroélito com viscosidade constante;
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e Eletrolito com viscosidade dependente da coordenada axial z, e estacionaria;

e FEletrélito com a viscosidade dependente da concentragao de uma espécie qui-
mica relevante, proveniente da dissolucao do eletrodo de ferro no acido sulfu-

rico.

6.2.1 Viscosidade constante

Esta secao apresenta os resultados da Simulacdo Numérica Direta dos campos
hidrodinadmico do caso de eletrélito com viscosidade constante. Foram 4 os casos

analisados e as condicoes iniciais e de contorno sao descritas a seguir:

e Para validagao e verificagao do codigo numérico, o primeiro caso foi tratado
com condicao inicial consistindo da solucao exata de von Karman. Como
condicao de contorno, a velocidade foi prescrita somente junto ao disco rota-
torio como sendo a do disco. Nas superficies laterais e superior do dominio,
prescreveu-se o perfil exato de pressao deixando as velocidades livres. Como
observado pela Fig. (6.10) o perfil de velocidades convergiu para a soluc¢ao
estacionaria apesar da discretizacao pouco refinada. Parametros: Re=100,

152928 elementos tetraédricos, 181068 noés, 25140 vértices;

e Depois de validado o codigo através dos resultados acima descritos, foi simu-
lado a mesma condicao inicial porém com condigoes de contorno de velocidade
prescritas junto ao disco rotatério e na superficie superior do dominio com
o perfil exato de von Karméan, Fig. (6.14); Parametros: Re=100, 152928

elementos tetraédricos, 181068 noés, 25140 vértices.

e as ultimas simulagoes, representadas pela Figs. (6.15 e 6.16), apresentam o
fluido com condicao inicial de repouso e evolucao temporal até o estado esta-
cionario. As condicoes de contorno foram foram semelhantes ao segundo item,
configuradas com velocidade prescrita junto ao disco rotatério e na superficie
superior do dominio. As superficies laterais prescritas com pressao pressao.
Dois casos foram simulados variando o nimero de Reynolds. Parametros:
Re=10 e Re=100, 152928 elementos tetraédricos, 181068 nds, 25140

vértices.
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Figura 6.10: Visualizacao do perfil estacionario do campo de velocidades para o
caso de V.. (a) Perfil retirado no Reynolds 41 da simulacdo e solucdo exata de von

Karméan sobreposta, (b) perfis de velocidade em todos os raios discretos da malha.

6.2.2 Eletroélito com a viscosidade dependente de Z

Esta secao apresenta os resultados da Simulagao Numérica Direta da dos campos
hidrodinamico do caso de eletrélito com viscosidade variavel, sendo v funcao de z.
Trés situacoes foram analisadas e as condicoes iniciais e de contorno sao descritas a

seguir:

e Simulacao com condicao inicial o perfil estacionario descrito no Cap. 3. As
condicoes de contorno de velocidade foram prescritas junto ao disco rotato-
rio e na superficie superior do dominio com o perfil exato da solucao semi-
analitica, Fig. (6.17); Parametros: Re=100, 152928 elementos tetraédri-
cos, 181068 nos, 25140 vértices.

e Simulacao com condicao inicial do fluido em repouso e evolucao temporal até
o estado estacionario (ver Figs. 6.18 e 6.19). As condi¢oes de contorno foram
semelhantes ao primeiro item, configuradas com velocidade prescrita junto ao
disco rotatorio e na superficie superior do dominio. Nas superficies laterais,
prescrevem-se o perfil semi-analitico para pressao. Dois casos foram simulados
variando o numero de Reynolds. Paradmetros: Re=10 e Re=100, 152928

elementos tetraédricos, 181068 ndés, 25140 vértices.
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Figura 6.11: Visualizagdo do perfil estacionario do campo de velocidade para uma

malha de 800 elementos. (a) Corte no plano zz para y = 0, (b) corte no plano zy

para z ~ 0.5.

6.2.3 Eletrolito com a viscosidade dependente da concentra-
cao

Esta segao apresenta os resultados da Simulagao Numérica Direta da dos campos

hidrodinamico do caso de eletrélito com viscosidade variavel, sendo v funcao da

concentracao. Apenas uma situacao foi analisada devido ao tempo de simulacao e

a necessidade de malha muito refinada na regiao de Reynolds abaixo de 0, 3, regiao

de camada limite de concentracao. As condigoes iniciais e de contorno sao descritas

a seguir:

e Simulacao com condigao inicial do fluido em repouso (ver Fig. 6.20). As
condicoes de contorno de velocidade foram prescritas junto ao disco rotatorio e
na superficie superior do dominio com o perfil exato da solucao semi-analitica;

Parametros: Re=100 e Sc=2000, aproximadamente 70000 elementos

tetraédricos.
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Figura 6.12: Visualizacao do perfil tridimensional estacionario do campo de velo-

(a) Componente da velocidade u, (b)

cidade para uma malha de 800 elementos.

componente da velocidade v.

Figura 6.13: Visualizagao do perfil tridimensional estacionario do campo de veloci-

dade e pressdo para uma malha de 800 elementos. (a) Componente da velocidade

w, (b)

pressao.
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Figura 6.14: Simulacao de Re = 100 para o caso de v... Evolucao das componentes
v, v, e vg. mantendo o estado estacionario. (a) tempo: 0,209% de volta, (b) tempo:
8,316% de volta, (¢) tempo: 16,629% de volta, (d) tempo: 24,944% de volta, (e)
tempo: 37,416% de volta, (f) tempo: 103,932% de volta.
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Figura 6.15: Simulagao de Re = 10 para o caso de v4.. Evolucao das componentes

v,, U, € vy partindo da condigao inicial de repouco e alcancando o estado estacionario.

(a) tempo: 0,209% de volta, (b) tempo: 8,316% de volta, (c) tempo: 16,629%

de volta, (d) tempo: 24,944% de volta, (e) tempo: 37,416% de volta, (f) tempo:
103,932% de volta.
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Figura 6.16: Simulacao de Re = 100 para o caso de v... Evolucao das componentes
v,, U, € vy partindo da condigao inicial de repouco e alcancando o estado estacionario.
(a) tempo: 0,209% de volta, (b) tempo: 8,316% de volta, (c) tempo: 16,629%

de volta, (d) tempo: 24,944% de volta, (e) tempo: 37,416% de volta, (f) tempo:
103,932% de volta.
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Figura 6.17: Simulagao de Re = 100 para o caso de v,. Evolugao temporal das
componentes v, v, e vp. (a) tempo: 0,209% de volta, (b) tempo: 8,316% de volta,
(c) tempo: 16,629% de volta, (d) tempo: 24,944% de volta, (e) tempo: 37,416% de
volta, (f) tempo: 103,932% de volta.
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Figura 6.18: Simulacao de Re = 10 para o caso de v,. Evolucao temporal das
componentes v, v, e vp. (a) tempo: 0,209% de volta, (b) tempo: 8,316% de volta,
(c) tempo: 16,629% de volta, (d) tempo: 24,944% de volta, (e) tempo: 37,416% de
volta, (f) tempo: 103,932% de volta.
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Figura 6.19: Simulagao de Re = 100 para o caso de v,. Evolugao temporal das

componentes v, v, e vp. (a) tempo: 0,209% de volta, (b) tempo: 8,316% de volta,
(c) tempo: 16,629% de volta, (d) tempo: 24,944% de volta, (e) tempo: 37,416% de

volta, (f) tempo: 103,932% de volta.
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Figura 6.20: Simulacao de Re = 100 e Sc¢ = 2000 para o caso de v acoplado ao
transporte de espécie quimica. Evolu¢ao temporal das componentes v, v, e vg. (a)
tempo: 0,209% de volta, (b) tempo: 8,316% de volta, (¢) tempo: 16,629% de volta,
(d) tempo: 24,944% de volta, (e) tempo: 37,416% de volta, (f) tempo: 103,932% de

volta.
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6.3 Analise de erro

Foi observado convergéncia para a solucao estacionéria exata na medida em que
se diminuia o espagamento entre as camadas na dire¢ao axial z. As Figs. (6.22,
6.23 e 6.24) mostram distribui¢oes dos campos de velocidade no problema dos disco
rotatorio em um estado proximo ao estacionario. As malhas testadas apresentavam
dz diferentes, com varicoes de 8 pontos a 100 pontos, passando por 30, 40, 50 e
60 pontos. Principalmente na curva de velocidade v,, observa-se oscilacoes para z
maiores que 5 em malhas pouco refinadas (Fig. 6.22). Conseqiientemente, as velo-
cidades vy v, sao deslocadas para satisfazer a conservacao de massa. Na Fig. (6.23)
nota-se uma diminuicao nas oscilagoes da velocidade axial v, e uma maior proxi-
midade sobre a solugao analitica de von Kdrmdn. Ja para discretizacoes espaciais
mais refinadas (Fig. 6.24), as oscilagoes nao aparecem e nos campos de velocidade
e uma melhor aproximagao da solugao analitica é alcangada. A Fig. (6.21) ilustra
a variacao da espessura das camadas no eixo z com o erro relativo comparado a

solucao analitica e representado por:

\/Zj\f:‘i <U2 - ngata)

erro = — (6.1)
> U2

3t 4

log dz

Figura 6.21: Grafico com escala logaritmica do refinamento de malha em fungao do

erro relativo.
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Figura 6.24: Representagao do campo de velocidade utilizando malha com discreti-

zacao de (a) 60 pontos na direcao axial z e (b) 100 pontos na direcao axialz
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Capitulo 7

Conclusoes

O objetivo desta dissertacao é prosseguir os estudos da instabilidade de corrente
observada no patamar das curvas de polarizacao obtidas em células eletroquimicas
estudadas no Programa de Engenharia Metalturgica e de Materiais da COPPE/UFR.J.
Estas células utilizam eletrodo de trabalho de disco rotatoério de ferro que se dissolve
na solucao 1 M de acido sulfiirico. Estes estudos estao descritos, dentre outros, nos
trabalhos de [1| e nas andlises de estabilidade linear do campo hidrodinamico con-
duzidas por [59] e [21]. Em prosseguimento, essa dissertacao de mestrado trata do
desenvolvimento de um co6digo numérico tridimensional para simulacao direta das
equacoes de Navier-Stokes acopladas ao transporte de espécie quimica. O problema
tratado nesse trabalho apresenta a originalidade de abordar numericamente o es-
tudo do campo hidrodinamico afetado pelo acoplamento, através dos coeficientes de
viscosidade e de difusao dependentes da concentracao da espécie, com a dinamica

de transporte de uma espécie quimica.

O emprego do método de elementos finitos para discretizagao das equacgoes dife-
renciais proporcionou resultados satisfatorios comparados as solucoes semi-analiticas.
A geracdo de malha tetraédrica através do algoritmo Delaunay ofereceu elementos
satisfatorios para utilizagao com o método. A combinacao do método de Galerkin
e a formulacao semi-Lagrangeana para a derivada substancial se mostrou estével
em todos os valores de CF L, Re e Sc analisados. Essa caracteristica estao asso-
ciadas & escolha da formulagao semi-Lagrangeana em combinac¢ao com o elemento
MINI para a discretizagao das equagoes de Navier-Stokes e o elemento linear para

a discretizacao da equacao de transporte da espécie quimica.
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O método de projecao discreto, baseado em fatoracao LU, combinado com a
técnica de aproximacao Lumped resultou em um esquema numeérico computacional-
mente eficiente, permitindo a utilizacao de métodos de solucao de sistemas lineares
com matrizes de coeficientes simétricas e positivas definidas. O método de gra-
dientes conjugados pré-condicionado diminuiu o tempo de solucao do sistema. A
utilizacao do algoritmo de Cholesky incompleto possibilitou uma convergéncia mais
rapida para a solucao do problema. Entretanto, em uso combinado com o algoritmo
de reordenamento Cuthill-Mckee, o Cholesky incompleto diminuiu o uso de memo-
ria e aumentou a velocidade de processamento em 60 vezes. A matriz resultante
do pré-condicionamento ofereceu uma excelente condicao numérica para a solugao,
permitindo convergéncia em poucas iteracoes do método de gradientes conjugados.

A utilizacao do paradigma de orientacao a objetos permitiu a implementacao de
um sistema de simulagao de qualidade do ponto de vista de engenharia de software,
de facil manutencao e desenvolvimento futuro.

Os resultados obtidos na simulacao tridimensional do escoamento em um de-
grau apresentaram concordancia plena comparados aos resultados da simulacao bi-
dimensional. Os campos de velocidade e pressao estao bem definidos caracterizando
escoamento laminar desenvolvido. O campo escalar apresentou concordancia com
a simulagao 2D, nao apresentando oscilagoes numéricas mesmo para os caso com
ntimeros de Péclet elevados.

Foram estudadas trés configuragoes de eletrolito:
e Eletroélito com viscosidade constante;

e FEletrélito com viscosidade dependente da coordenada axial z e estacionaria,
sendo a espessura da camada em que a mesma varia, da ordem de 1/3 da
espessura da camada limite hidrodinamica. Esse caso, embora pouco realista,
tem a vantagem de nao requerer malha numérica muito refinada para descrever
a regiao em que a viscosidade varia, ao tempo em que permite a comapragao

com os resultados de [59];

e Eletrolito com viscosidade dependente da concentracao de uma espécie qui-
mica. Os parametros da equacao constitutiva que relaciona a viscosidade e

o coeficiente de difusao da espécie quimica foram obtidos com base em resul-
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tados de experimentos eletroquimicos e resultam em uma camada limite de
concentracdo com espessura da ordem de 5% da espessura da camada limite
hidrodindmica. A malha numeérica deve ser muito refinada nessa regiao e su-
ficientemente longa para descrever a camada limite e os modos que emergem
da instabilidade do campo estacionério. Esses fatores resultam em alto custo
computacional e por isso, os resultados aqui apresentados, referentes ao caso
do eletrélito com viscosidade dependente da concentracao foram obtidos para

apenas uma configuragao.

Como condicao de contorno, prescreveu-se a velocidade do fluido junto a super-
ficie do eletrodo igual & do proprio eletrodo e especificou-se o perfil de pressoes da
solucao estacionaria na superficie lateral do dominio. Na superficie superior do do-
minio, especificou-se inicialmente, uma condicao de contorno do tipo Neumann para
a componente axial da velocidade, isso é, Jv,/0z = 0 em z = 2,4, apenas para
o caso de eletrolito com viscosidade constante, que ¢ o menos exigente em termos
de esforco computacional. Essa simulagao mostrou que a solucao das equacoes tri-
dimensionias completas da hidrodinamica convergem para a solucao cléssica de von
Karmén.

As demais simulacoes foram feitas especificando-se a velocidade na superficie
superior do disco como a da solucao estacionaria para diminuicao do esforco compu-
tacional. Foi observado convergéncia para solugao exata em todos os casos testados
apo6s completarem uma volta completa.

Foi feito um estudo de refinamento de malha utilizando discretizagoes diferentes
nas trés direcoes ortogonais. A qualidade das solu¢oes aumentava com maior refi-
namento na direcao z. Foi concluido que a relacao estabelecida entre o erro relativo
e o dz é de ordem linear.

Até o presente momento nao foi observado o crescimento de perturbacoes nos
casos analisados, possivelmente pela resolucao e extensao do dominio insuficientes
utilizados nos casos de teste. No entanto, espera-se que tais perturbacoes possam ser
observadas em estudos posteriores com malhas mais refinadas e dominios maiores.

A metodologia, o algoritmo e a implementacao foram validados, mostrando esta-
rem corretos e serem eficientes para a solugdo do problema eletroquimico proposto.

O resultado final deste trabalho constitui uma plataforma para o estudo da di-
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namica de pertubacoes tridimensionais em células eletroquimicas no regime linear

assim como na saturagao e a interacao de modos no regime nao-linear.

7.1 Linhas de pesquisa

No ponto fisico do problema, tem-se como objetivo a inclusao de equagoes adi-
cionais para descrever a eletroquimica com maior nivel de detalhamento incluindo
o transporte de varias espécies quimicas, cinética e efeitos de migracao de ions e do
potencial aplicado & célula eletroquimica. A investigacao de perturbagoes no sis-
tema. Consideracao dos efeitos gravitacionais associados ao gradiente de densidade
através do transporte de massa. Modificagdo de geometria, como por exemplo a
troca de disco rotatério para esfera rotatoria.

No ponto numérico, pretende-se continuar o desenvolvimento do codigo utili-
zando e testando outros elementos de malha. Implementagao do c6digo em lingua-
gem C++, para processamento numeérico mais veloz, incluindo paralelizacao. Teste

de utilizacao de outros métodos para solucao do sistema linear.
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Apéndice A
Teoremas importantes

Teorema 1 [Integracdo por partes| Seja 2 C R™, T' = 9Q o bordo de € e

¢, : U CR™ — R campos escalares. Entao

[2¢vw-nd9=/r¢¢dr—[2wv¢-nd9

Teorema 2 |Primeira forma de Green|: Seja 2 C R™ T" = 9Q o bordo de Q e

¢, : U C R™ — R campos escalares. Entao

/(¢V2¢+V¢~Vw) dQ:/gbVQ/,.ndr.
& r

Teorema 3 [Segunda forma de Green|: Seja Q@ C R™, I' = 9Q o bordo de Q e

¢,7 : U CR™ — R campos escalares. Entao
2 2 _ oY Do
[ @vosovia) ao= [ (650 +022) ar

Teorema 4 |Teorema de Green para campos vetoriais|: Seja Q@ C R™, ' = 0Q

o bordo de Q e u,w: U C R™ — R™ campos vetoriais. Entao

/Q{(V2u)-w—i—(Vu:VWT)} dQ:/n-(Vu'W) dl

r

Teorema 5 |Divergéncia de Gauss|: Seja @ C R™, I' = 02 o bordo de Q e

u:U CR™ — R™ um campo vetorial. Entao

/V-udQ:/u-ndF.
Q r

onde n é o vetor normal a I
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Apéndice B
Seminario de mestrado

A presente documentacao refere-se ao seminério de mestrado realizado no Depar-
tamento de Engenharia Metalurgica e de Materiais da COPPE/UFRJ como parte
dos requisitos para obten¢ao do grau de mestre. O semindrio foi realizado no dia
14 do més de junho de 2006 na sala F212 do bloco F, no centro de tecnologia CT.

Estavam presentes na banca de avaliacao os professores:

José da Rocha Miranda Pontes

Norberto Mangiavacchi

Alvaro Luiz Gayozo de Azeredo Coutinho

Oscar Rosa Mattos

O texto refere-se ao desenvovimento do c6digo numérico descrito na presente
dissertacao de mestrado. Até a data do seminério a elaboracao do codigo estava
na fase bidimensional com transporte de espécie quimica acoplada as equacoes de
Navier-Stokes. A presente dissertagao utilizou as mesmas técnicas empregadas na
implementacao do codigo 2D, como a utilizacao do método de elementos finitos,
método semi-lagrangeano para as derivadas materiais, método da projecao discreto
baseado em fatoracao LU, solucao do sistema linear utilizando o algoritmo de grandi-
entes conjugados pré-condicionados e orientacao a objetos para elaboracao do codigo
numérico visando boa engenharia de software.

A seguir, secoes serao brevemente comentadas caracterizando o processo de de-

senvolvimento do cédigo 2D.
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B.1 Formulacao Variacional

Considere as equacoes de Navier-Stokes e transporte de massa para escoamentos

incompressiveis dadas em sua forma adimensional por:

ov 1 1 T 1
E—FV-VV——;VP-F%V'[V(VV-FVV )}—l—F—ng (B.1)
V-v=0 (B.2)
8_c+ Ve = V - (DVe) (B.3)
ot Y VYT ReSe ¢ '

véalidas em um dominio 2 C R™ sujeita as condi¢oes de contorno

v=vr emlI; (B.4)
=0 ec™ =0 emlIy (B.5)
c=cp eml} (B.6)

OBS.: o termo 1/Fr?g nao é tratado nessa formulagao. Adiciona-se a hipotese que
o campo ao nas proximidades de um disco rotatério nao sofre influéncia da forca
gravitacional.

Considere o subespago:

V=H'(Q)"={v=(v1,...,0m) 0 € H'(Q),Vi=1,...,m} (B.7)

onde H'(Q) é o espago de Sobolev dado por:

HY(Q) = {v € L*(Q): g—; € L*(Q),i= l,cdots,m} (B.8)

sendo L?(€) um espaco de dimensao infinta definido por

L*(Q) = {v 1 Q — R,/szdﬂ < oo} (B.9)
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note ainda que V.= H'(Q)™ & o produto cartesiano de m espagos H'(Q).

Definindo-se

Voo ={veV:v=vrem I} (B.10)
P,. ={q€ L*(Q):q=pr em 'y} (B.11)
Cop ={re L*(Q) 7 =crem I3} (B.12)

a formulagao variacional do problema consiste em encontrar solucoes v(z,t) € V.,

p(x,t) € Py e c(z,t) € C..tais que:

ov 1 1 T
/Q{E—i-V-VV—F;vp—EV'[V(VV—FVV )]}~wdQ—O (B.13)
/[V -v]qdQ2 =0 (B.14)

0

dc 1

/Q{E—FV-VC— Rech. (DVC)}rdQ—O (B.15)

Desenvolvendo os termos das equacoes,:

/{a—V—FV'VV}-WdQ—F/{le}'WdQ
o Ot o (P

- /Q {év (Vv + VVT)]} -wdQ =0 (B.16)
/Q[v Vlgd2 =0 (B.17)
/Q {g—z +v- Vc} crdS) — /Q {Relscv . (Dvc)}mg =0 (B.18)
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O primeiro termo das Egs. (B.16 e B.18) é tratado como derivada substancial e

resolvido pelo método semi-Lagrangeano. Sua ponderacao consiste em:

Dv

Dec

—7rdf) B.2
T rd (B.20)

aplicando o teorema de integracdo por partes de Green na integral dos termos de

difusdo:

Q

/ V- [w(Vv+ Vv wdQ = — / v[(Vv + Vvl : Vw!]d

+/n~ [v(Vv + Vv wldl (B.21)

/Q V- (DVe)rdQ = — /Q (DVe) - VrtdQ + / n- (DVc)rdl (B.22)

r
onde o operador (:) representa o produto escalar entre dois tensores. A integral
no contorno I' que aparece na equacao acima pode ser separada em duas integrais
em I'; e T'y. A integral em TI'y é nula pois w = 0 para a Eq. (B.21) e r = 0 para
a Eq. (B.22) em I'; e a integral em I'y também ¢ nula pois decorre diretamente
da condicdo de contorno (Eq. B.5), portanto a integral em I" é nula. Aplicando-se

novamente a integracao por partes no termo de gradiente de pressao, chega-se a:
/Vp-wdQ:—/pV-wdQ—l—/pw-ndF (B.23)
Q Q r

onde a integral de contorno que aparece acima é nula poisw=0em ['; e p =0 em
Is.

Ao final do procedimento, sao obtidas as seguintes equacoes:

Dv 1 1 T B
QW'WdQ—;/QpV~WdQ+E/QV[VV+VV].WdQ—O (B.24)
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/ (DVe)VrtdQ =0
Q

Definindo-se as formas integrais:

Dv Dv
k(v,v,w) = / v[(Vv + Vvl : Vw!]dQ
Q
glp,w) = [ Vp-wdQ
Q

d(p,w) = /Q(VW)p d

k(D,c,r) = /DVC-VerQ
Q

Dc Dc
— = —7rdf)
pr") o Dt

m(

pode-se escrever o problema na forma fraca como segue:

Encontrar solucoes v(z,t) € Vi, p(x,t) € Pe c(z,t) € C.. tais que

D 1
m( Gy W) = 9o, W) + 5o k(v W) =0
d(q,v) =0,
_ Dec 1 -
m(ﬁ,r) + Toge k(D,c,r) =0

para todo w € Vg, g € Py e c € C,.

B.2 Meétodo de Galerkin semi-discreto

(B.25)

(B.26)

(B.27)
(B.28)
(B.29)
(B.30)
(B.31)

(B.32)

(B.33)
(B.34)
(B.35)

A seguir, serd apresentada a aproximacgao pelo método de Galerkin para as equa-

¢oes de governo. A primeira etapa da dissertacao foi simulada em duas dimensoes
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e seu procedimento é descrito a seguir. Para a préxima etapa, serda apresentado o
método em trés dimensoes.

Considere as equagoes de governo em sua forma adimensional e variacional:

v = (u,v,w), W = (W, wy, w,) (B.36)

/ Du +Dvw dQ—l/ 8wx+ %+

o | Dt Wa T ) rr dy

i v @6wx+@8wy+8_u8wx+@% +

Re Or Or  Ox Oxr Oy Oy Oy Oy
oudw, Oudw, Ovow, Ovow,
ety Y
Or Or Oy Ox  Ox Jy Oy Oy

) }dQ =0 (B.37)

Segundo a formulacao variacional do problema, precisam-se determinar solucoes
v = (u,v) € Vy. e p € P de modo que a Eq. (B.37) seja verdadeira para todo

w = (wg, wy) € V. Mas note-se que, sendo satisfeitas as seguintes expressoes

Duw dQ—l 8wm+i , @81%4_@3101«
oDt " Por T Re or 0xr Oy Oy
8u8w ov Jw
3x Ox +8x Jy )dQ 0 (B38)
Dv 1 ow 1 ov Ow ov Jw
DU oaa— 2 %% L dwy | Jvowy
Q thy /Qp Jdy  Re (83: ox + dy Oy
ou dw,  Ovow,
— 2 ——2 |dQ = B.
3y3x+8y8y)d 0 (B.39)

para quaisquer w, € V, e w, € Vj respectivamente, entdo (Eq. B.37) é satisfeita
automaticamente. Deste modo, pode-se trabalhar com as equacoes na direcao x
(Eq. B.38) e na dire¢ao y (Eq. B.39) separadamente, sem que haja alguma perda de

generalidade. Para a equacao da continuidade:

ou Ov
/ (81‘ + 5 )qu =0 (B.40)
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e para a equagao de transporte de massa:

Dc 1 /D(GC@ 80% dc Or  Oc Or
Q

2 rdQ e il b Tl
radi 8x8x+0y0y+8x8x+6x8y

N —— )dQ — 0 (B.41)

Considere NV o nimero de pontos de velocidade, NP o nimero de pontos de
pressao e NE o numero de elementos na malha de elementos finitos que discretiza

o dominio 2. O método de Galerkin consiste em fazer as seguintes substituicoes em

(Eq. B.37):

u(x,t) ~ Y Ny(X)u(t) (B.42)
v(x,t) & Y Nu(x)va(t) (B.43)
p(xt) = Y Pux)p.(t) (B.44)

que sdo aproximagoes semi-continuas, isto é, continuas no tempo (t) e discretas no
espaco (x). Aqui, N,(z) representam as fungoes de interpolagao utilizadas para a
velocidade e P,(x) as fungoes de interpolagdo para a pressao. Considere ainda que

as propriedades do fluido p, v e D sao constantes no elemento.

A equacao de conservacao de quantidade de movimento é normalmente avaliada
em todos os nods livres de velocidade, e portanto, as fun¢oes peso w, e w, sao
substituidas por fungdes de interpola¢ao N,, = N,,(z), m =1,..., NV. Aplicando
este procedimento nas Eqgs. (B.38, B.39 e B.41), chega-se a:

Z/; T NmNndQ—;/eZT:—ax D dQ

+§;/e;y<8x un8x+ dy 8yun
ON,, ON, ON,, ON,,
Ox Oz Jdy Ox

vn) dQ =0 (B.45)
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Z/ ZDU"N N2 — Z/ Z—  prd©
(ONw ON.  ONnON,
+§;/e;”(ax " ow dy (‘3yvn
ON,, ON, 0N, ON,

- —_n-n Q0= B.4
or 0y Uy + 3y ay vn>d 0 (B.46)

Z / Z%NmNndQ

0]\7 ON,, ON,, B
ReScZ/eZ ( dy 8y nt Ox a—xcn)dQ—O (B47)

A equagdo da continuidade (Eq. B.40), é avaliada nos nos lives de pressao e,

portanto, a funcao peso ¢ é aproximada pelas funcoes de interpolacao associadas a

pressao P.(z), resultando

ON,, ON,, B
Ze: / zn: (%un + a—yvn> P.dQ=0. (B.48)

para r = 1,..., NP. Restringindo as funcoes de interpolacao a cada elemento e,
conclui-se
(9N ¢ ON;
> / 3 S B d2 =0 (B.49)
j,ke€e y

As Eqs (B.45, B.46, B.47 e B.47) podem ser representadas na forma de um

sistema de equacoes diferenciais ordinarias

M, + é{(ﬂ(m b K)u+ Kayo) — Gap =0 (B.50)
Mo+ é{Kyzu (K +2K,,)0} — Gyp =0 (B.51)
D,u+ Dy =0 (B.52)

M,é+ %SC(KM +K,)e =0 (B.53)

onde u, ¥ e ¢ representam a derivada substancial, sendo definidas por u =

[Dw | Dweo(l o [Dwmo o DuwwT. (Do fexu(T g — [y uny]T,
— T _ T _ T _ T z 1T
v = [U17“'7UNV] , € = [Cla"‘acNU] ,y P = [p17"'7pNP] y Jx = [917---79NU] )
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gy = lgi,- .., g%v]", , sdo os vetores dos valores nodais para as variaveis de ve-

locidade, pressao e concentracao. As matrizes deste sistema de EDO’s sao dadas

por
My = A(m), My = Ay(m°),  Ku= A (k)
Koy =Ao(ks), K= Ay(kp), Ky = Ay (kyy),
Gy = Ag), Gy=  Aylg,), D.= A, (d3),
Dy =Ay(dy), Koo =Aalkie), Koy =Ay(kgy,),  Me =A(m)
tal que as submatrizes m§, m®, a® ki, ki, ki, kg, 95, g, dy € di, que sao matrizes

definidas localmente para cada elemento, sao dadas por

m§, = ) NENE dQ (B.54)

kowii = /Qeye(aaj\f&é]f)dﬁ (B.55)
ki = /Q eue(%]\f%)m (B.56)
kyoij = /Q Ve(gé\f a(;\f)dﬁ (B.57)
by = [ G (B.59)
9 N aaz\; : Pt dS (B.59)
Gy ik N 88]2 : P df (B.60)

- / e aaji L P do (B.61)

& = 5 a;\; J Pt dS (B.62)
me, = ) NENS d9 (B.63)
koppi; = /Q eDe(aé\y[ieaajf )d§ (B.65)
(B.66)

O operador A que aparece acima é um operador que monta as submatrizes de
elemento nas matrizes do sistema de EDQ’s, respeitando a correspondéncia entre

indices globais e locais dados nas equacoes de Navier-Stokes discretizadas.
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As dimensbes das matrizes que aparecem no sistema (Eq. B.53) sao NV x NP
para G, e Gy, NP x NV para D, e D, e NV x NV para todas as outras. A partir
de (Eq. B.53) é possivel escrever o sistema de EDO’s de forma mais compacta,

acoplando as velocidades nas direcoes = e y, o que resulta

1
Mi+ —Ku—Gp =0

Re
Du =0
1
M.c+ K. =0 B.67
ReSc ( )
d idveis sdo definid | = [Bu Dy Tou=
onde agora as variaveis sao definidas como B, TR v,y
T _ x x Y Yy T _ T - _
[ulv"'a uNVavlv"'7UNV] y g = [917"'79NV7917"'79NV] ,C = [Cla"'7 CNV] , €=
Dec Dc T _ T :
(B> i, c,...,env]” ep=[p1,...,pNp], € as matrizes dadas por
M, 0 K,, K
yr
M = K =
0 M K., K
Y 1onvxonv ry Y Jonvxanv
Gy
G =
Y JoNVxNP

B.3 Elementos de Malha

A malha utilizada pelo método de elementos finitos possibilita uma grande vari-
edade de escolha dos elementos. Estes sao classificados por sua geometria, podendo
ser triangulares e retangulares para o caso em duas dimensoes, tetraedrais, hexa-
edrais e prismaticos para o caso em trés dimensoes e pelo tipo de interpolacao
empregada que varia com a ordem do polindmio interpolador, como linear, qua-
dratica, bi-linear, cubica, etc.. Existem ainda outros tipos de elementos chamados
de elementos isoparamétricos. Esses sao importantes para problemas onde o con-
torno do dominio é apresentado em forma curvilinea tendo assim uma caracterizagao
satisfatoria da geometria estudada.

A escolha do tipo de elementos em equacbes onde o acoplamento de variaveis
existe, como no caso das equacoes de Navier-Stokes, é restrito. Na literatura, essa
restricao recebe o nome de condicao de Babuska-Brezzi. Essa é uma condicao de

estabilidade referente ao modo de discretizacao do problema, portanto, a escolha
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de elementos adequados ¢ fundamental para manter essa condicao satisfeita. Mui-
tos autores mencionam e detalham essa condicao especifica Para se saber mais,
recomendam-se: [42], [45] e [44]. H4 na literatura casos onde se encontra a soluc¢ao
do problema sem mesmo a condicao de Babuska-Brezzi ser satisfeita, mas para tais
elementos o método de Galerkin nao pode ser utilizado. Métodos de penalidades
também podem ser usados para contornar essa restricao, porém nao ¢ assunto deste

trabalho o uso desta pratica.

A seguir é mostrada a representagao das coordenadas locais e funcoes de interpo-
lacao para o caso de duas dimensoes através da utilizacao do sistema de coordenadas
de drea. Esse parametro é facilmente entendido para o caso em trés dimensoes, com
a utilizacao do sistema de coordenadas de volume, logo nao serd deduzida. Em se-
guida serao apresentados alguns elementos referentes ao método de elementos finitos

em duas e trés dimensoes com uma breve descri¢ao.

Coordenadas de Area

Considere um ponto P em qualquer lugar dentro do tridangulo ’ijk’ como mostrado
na Fig. (B.1). As coordenadas locais L;, L; e Ly deste ponto podem ser calculadas
por distancias ou areas nao dimensionais. Por exemplo, L; é definida como a razao
da distancia do ponto P até o lado 'jk’ (OP) até a distancia do ponto i’ do lado
"k (QR). Assim:

v

—
X

Figura B.1: Coordenadas de Area de um elemento triangular
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oOP

|
QR

(B.68)

Igualmente, L; e Ly, sao definidas. O valor de L; é também igual a razao da area

A; em relacao a area total do triangulo,

A, 05(0P)(jk) OP
BT T 0s@Ron T aR (509

Entao, a coordenada local L; varia de 0 no lado ’jk’ até 1 no no i, pela Fig. (B.1)

esta claro que:

_ A A A
Ai—i-Aj—i-Ak—A ou Z+Z+7_1 (B?O)
entao,
Li+L;+Ly,=1 (B.71)

e sua relacao com as coordenadas (z,y) é dada por:

x = Lix; + Ljz; + Lyxy, e y =Ly + Ljy; + Liyg (B.72)

A 4rea do elemento é descrita:

Iz wy
2A =det |1 To Yo

I z3 y3

B.3.1 elementos 2D

Elemento triangular linear: Esse é o elemento mais utilizado no método de

elementos finitos, por sua forma geométrica mais simples, podendo ser usada para
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e pontos de velocidade

(O pontos de pressao

aproximar superficies irregulares. Por ser linear, suas fungoes de interpolacao sao

representadas por planos, ou seja, um polinémio de grau 1

N; = L, i=1,2,3 (B.73)

Para elementos lineares triangulares, com coordenadas locais L;, L; e Ly, uma
formula simples para calcular a integral sobre o triangulo é encontrada na literatura

e expressa por:

blel
LOLLdedy = || NANPNCdedy = a 24  (B.74
//A i Li“dxdy //A SN dedy = (B.74)

L
aiiawas oo

Figura B.2: Representacao das funcoes de interpolacao para o triangulo linear

Elemento triangular quadratico: A funcao que se utiliza pare este elemento
é de grau 2. Diferentemente do elemento triangular linear, ele garante a condi¢ao de
estabilidade de Babuska-Brezzi. Suas fungoes de interpolacao sao dadas em funcao
das coordenadas locais e sua integral pode ser facilmente resolvida pelo uso da
formula (Eq. B.74). Note-se neste elemento que o nimero de graus de liberdade
para velocidade e pressao sao diferentes. Esse é um dos critérios estabelecidos para

condicao de estabilidade mencionada.
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e pontos de velocidade

(O pontos de pressao

N4 == 4L1L3

(B.75)
N5 =4LyL3
Ng = 4LsL,

Elemento triangular ciibico: Conhecido na literatura pelo nome de elemento
MINI, este elemento apresenta um grau de liberdade a mais para velocidade loca-
lizado no centrdido do tridngulo. A funcao de interpoloacao usada para velocidade
recebe o nome especial de funcao bolha, pois aparece uma bolha localizada no inte-
rior do elemento, como pode ser visto na Fig. (B.3). Sendo um elemento ctbico, seu
polindémio de interpolacao é de grau 3.

2
e pontos de velocidade

(O pontos de pressao

[ EN

N; =Ly — 9L Ly L3, 1=1,2,3
(B.76)
N4 = 27L1L2L3
Além dos elementos citados, existem muitos outros como quadrilateros (duas
dimensdes), e variagoes dos que foram apresentados, como o elemento prismatico

com quatorze n6s ou até mesmo um elemento hexaédrico com trinta e dois nos,

sendo representado por todos os vértices mais dois nés por cada aresta. Para uma
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Figura B.3: Representacao das funcoes de interpolacao para o triangulo MINT

andlise detalhada de mais elementos, sugerem-se livros de introducao ao estudo dos

elementos finitos como 46|, [18] e |45]

Escolha do elemento

Devido ao acoplamento das equacoes de Navier-Stokes, a primeira vista, os ele-
mentos com interpolacao linear ficam descartados devido a condicao de estabilidade,
sendo necessario o uso de elementos quadraticos ou cubicos. Até o presente mo-
mento, o desenvolvimento deste trabalho se fez em duas dimensoes. A escolha do
elemento triangular MINI foi a mais apropriada por ser de grande utilizacao pela
comunidade cientifica e por ter grandes quantidades de resultados para validacao.
Esta em andamento a caracterizacao da malha bidimensional utilizando outros tipos
de interpolagao. Esse procedimento se torna necessario para se avaliar a posterior
mudanca de dimensao (de duas para trés dimensoes), que serd o tema final desta
dessertacao de mestrado. Inicialmente, a proposta de trabalho tera a utilizacao de
elementos tetraédricos ou elementos prismaticos com interpolagao quadrética ou ct-
bica. Cabe ressaltar que testes estao sendo feitos para se avaliar o real desempenho

de cada elemento para a geometria em estudo.

B.4 Triagulacao Delaunay

A triangulacdo Delaunay consiste em uma estrutura geométrica de grande po-
pularidade utilizada freqiientemente na geracao de malhas do método de elementos
finitos. Para o caso de duas dimensoes, é facil verificar que a triangulacdo maxi-

miza o tamanho dos menores angulos dos triagulos, resultando em uma qualidade
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satisfatoria dos elementos gerados. Sua descri¢ao se apresenta a seguir:

Dado um conjunto de pontos, sua triangulacao consiste em encontrar segmentos
de reta que conectem esses pontos de tal modo que nenhum desses segmentos inter-
ceptem os demais e que cada ponto seja vértice de pelo menos um tridgulo formado
por esses segmentos. Além disso, o circulo circunscrito a cada elemento triangular

nao poderd conter outros pontos além de seus respectivos vértices.

A Fig. (B.4) representa uma triangulacao Delaunay a partir de pontos no espago.
Em seguida, uma verificacao da triangulacao é realizada gerando-se circulos circuns-
critos aos triangulos formados. Note que para a nivem de pontos e sua posterior
triangulacao, nenhum dos circulos gerados contem outros pontos além dos vértices

do triangulo inscrito.

Figura B.4: Triangulacao Delaunay

A estrutura da triangulagao Delaunay tem como base o Diagrama de Voronoi.
Existe uma correspondéncia biunivoca entre essa triangulagao e o diagrama de Vo-
ronoi, para cada vértice do triangulo é associado uma célula de Voronoi, para cada
triangulo é asssociado um vértice do diagrama de Voronoi e para cada aresta do
triangulo é associada sua aresta correspondente de Voronoi. Essa caracterizagao é
chamada pelos matematicos de dualidade, isto quer dizer que a triangulacao Delau-
nay ¢ dual do diagrama de Voronoi. Através da existéncia e unicidade do diagrama
de Voronoi, é possivel demonstrar que a triangulagao Delaunay existe e ¢ tinica de-
vido a sua dualidade. A Fig. (B.5) representa um exemplo do diagrama de Voronoi

e seu respectivo dual, a triangulacao Delaunay.
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Figura B.5: Diagrama de Voronoi e triangulagao Delaunay
B.5 Resultados

Condigoes de Contorno e geometria

Para a fase inicial da dissertacao buscou-se a implementacao de um problema
classico, de grande utilizagao e encontrado na literatura do método de elementos
finitos, para comparacao e validagao do cédigo numérico. O problema do degrau,
ou em inglés, backward-step foi utilizado e suas condicoes de contorno e geometrias

sdo apresentadas na Fig. (B.6).

> u=0 v=0

<c
I
O

p=0

1.0

0.5
<c
T 1T
oo

X u=0 v=0

Figura B.6: Condicoes de contorno para o problema proposto

Os resultados mostrados a seguir foram retirados de trés situacoes caracterizadas
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em seqiiéncia. A primeira foto de cada linha representa uma condi¢ao logo apds a
condigao inicial (2 iteragoes). A segunda figura de cada linha representa um estégio
intermediario, de aproximadamente 8 iteracbes. A terceira figura representa um
estado proximo ao permanente, aproximadamante 17 iteracoes. Foram testadas

combinagoes dos nimeros de Reynolds e Schmidt como mostrado a seguir.

1 1 —
0.5 | 0.5 |
0 0
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Figura B.7: Simulacdo de Re = 10 e Sc = 10. Evolugao das componentes u (a) e v

(b) da velocidade, da pressao (c¢) e da concentracao da espécie quimica (d).

B.6 Conclusoes

Os resultados mostram que o método é estavel, mesmo para intervalos de inte-
gracao no tempo longos (CFL = AtU/Ax =~ 5), e nao apresenta oscilagbes mesmo
para valores de passo de Re e Sc elevados.

O efeito da variacao do Re pode ser apreciado na reducao da espessura da camada
limite hidrodinamica e no crescimento da regiao de recirculacao a jusante do degrau
com o aumento do Re.

O efeito da variacao do Sc se manifesta também pela reducao da espessura da
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Figura B.8: Simulagao de Re = 10 e Sc¢ = 100. Evolugdo das componentes u (a) e

v (b) da velocidade, da pressao (c¢) e da concentracao da espécie quimica (d).

camada limite de concentracao e o afinamento do jato na regiao a jusante do degrau

com o aumento do produto Re Sc.

Em particular, pode-se observar que para Re Sc = 10000 a frente de propaga-
¢ao do campo escalar ¢ ¢ muito bem definida, mostrando que o método numérico

apresenta baixa difusao artificial.

O problema tratado nesse trabalho apresenta a originalidade de abordar o es-
tudo do campo hidrodinamico afetado pelo acoplamento, através dos coeficientes de
viscosidade e de difusao dependentes da concentracao da espécie, com a dinamica

de transporte de uma espécie quimica.

O método de elementos finitos proposto nesse trabalho, baseado no método de
Galerkin e na formulacao semi-Lagrangeana, se mostrou estavel para todos os valores
de C'FL, Re e Sc analisados. Os resultados nao apresentaram oscilacoes espurias
e nem difusao numérica excessiva nas simulacoes para altos valores de Re e Sc.
Essas caracteristicas estao associadas & escolha da formulagao semi-Lagrangeana

em combinacao com o elemento MINI para a discretizagao das equagoes de Navier-
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Figura B.9: Simulagao de Re = 100 e S¢ = 100. Evolugao das componentes u (a) e

v (b) da velocidade, da pressdo (c¢) e da concentracao da espécie quimica (d).

Stokes e o elemento linear para a discretizacao da equacao de transporte da espécie
quimica.

O método de projecao discreto, baseado em fatoracao LU, combinado com a
técnica de aproximacao Lumped resultou em um esquema numérico computacional-
mente eficiente, permitindo a utilizagao de métodos de solugao de sistemas lineares
com matrizes de coeficientes simétricas e positivas definidas como o método dos
gradientes conjugados com pré-condicionador de Cholesky incompleto. A utiliza-
¢cao do paradigma de orientacao a objetos permitiu a implementacao de um sistema
de simulagdao de qualidade do ponto de vista de engenharia de software, de facil

manutencao e desenvolvimento futuro.
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Apéndice C
Publicacoes

Durante a execucao deste estudo, alguns trabalhos foram publicados ou aceitos,
com a participacao do autor, na forma de artigos em congressos. Este apéndice traz
uma descri¢ao deste material em ordem cronologica reversa. Os artigos mais recentes
incluem a atuacao durante o estudo que culmina nesta desertacao de mestrado,
enquanto que os mais antigos (anteriores ao ano de 2005), foram publicados durante

a elaboracao do projeto de graduacao.

Marco de 2007: FEM-DNS of Coupled Flow and Transport in Rotating-
Disk Electrochemical Cells Aceito para publicacao no International Confer-

ence on Finite Elements in Flow Problems.

We consider the rotating disk £ow coupled, through the £uid visco-
sity, to the mass concentration £eld of a chemical species. This con£guration
refers to an electrochemical cell with an working electrode consisting of
an iron rotating rod which is dissolved in the electrolyte, a 1 M H2 SO4
solution. Polarization curves obtained in such cells present a current
instability at the beginning of the region where the current is controlled
by the mass transport. The instability appears at a certain value of the
applied potential and is suppressed beyond another value. Dissolution
of the electrode gives rise to a thin concentration boundary layer, which,
together with the potential applied to the electrode, results in an incre-
ase in the £uid viscosity and in a decrease in the difusion coefcient,

both afecting the current. This work deals with the Direct Numeri-
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cal Simulation (DNS) of the coupled hydrodynamic and concen- tration
Lelds. A pheGustavo Rabello dos Anjosnological law is assumed, rela-
ting the £uid viscosity to the concentration of a relevant chemical species.
Parameters appearing in this law are evaluated based on experimental
elec- trochemical 02-03-2007. The Finite Element Method (FEM) is em-
ployed to solve the coupled incompressible Navier-Stokes and chemical
species transport equations, using a tetrahedral mesh with MINI ele-
ment. A semi-Lagrangian technique is employed for the discretization of
the material derivatives, and the temporal-spatial discretization is made
through the implicit Taylor-Galerkin method, obtaining an uncon- ditio-
nally stable scheme suitable for large Reynolds and CFL numbers. Pres-
sure and velocity are solved using a segregated LU factorization scheme.
The resulting symmetric and positive-de£nite systems are solved by the
Preconditioned Conjugate Gradient method. The numerical simulation
results show stabil- ity properties in good agreement with those obtai-
ned by linear stability analysis, that link the stability of the £elds to the

current instabilities observed in the experimental setups

Margo de 2007: Fem Simulation of Coupled Flow and Scalar Transport
in Hydropower Plant Reservoirs  Aceito para publicacao no International

Conference on Finite Elements in Flow Problems.

A numerical model is proposed for solving the Navier-Stokes equati-
ons coupled, through the physical properties of the £uid, to the transport
equation of chemical species and energy, to simulate the complex £uid
£Low and transport in hydropower plant reservoirs. The Finite Element
Method is employed in the problem discretization using a tetrahedral
mesh with MINI element. This type of element ful£lls the LBB condi-
tion and assures the stability of the numerical procedure. The code is de-
veloped using the object-oriented paradigm, for easier maintenance and
further development. Spatial discretization of the di£usion and pressure
terms is made through the Galerkin method whereas the substantial deri-

vative is treated through a semi-Lagrangian technique, using a £rst-order
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backward Euler implicit scheme. This technique hides the non-linearity
of the convection term. The large systems of coupled linear equations
are solved through the discrete projection method based on the LU de-
composition, resulting in symmetric positive-de£nite system matrices.
The method proved to be stable in all CFL and Reynolds conditions,
not showing spurious oscillations or excessive numerical difusion even
under large Reynolds number conditions. The code is part of a system
developed to analize the water quality during the £lling of hydroelectric

power plants reservoirs.

Dezembro de 2006: Simulacao Numeérica das Equacoes de Saint-Venant
Utilizando o Método dos Elementos Finitos Publicado no Simpésio de Pos-

Graduagao em Engenharia Mecanica - POSMEC.

Um modelo numérico é proposto para a solucao das equacoes de
Saint-Venant. O Método dos Elementos Finitos é utilizado para a discre-
tizacao do problema e o paradigma da orientacao a objetos, para elabo-
racao do codigo numérico. A discretizacao espacial dos termos difusivos
e da pressao é feita pelo método de Galerkin. Utiliza-se, para discretiza-
cao da derivada substancial, uma abordagem semi-Lagrangeana através
de um esquema implicito por diferencas regressivas de primeira ordem.
O sistema linear é decomposto em blocos LU através do método da pro-

jecao discreto e resolvido por método iterativo.

Dezembro de 2006: Modelagem numérica de escoamentos acoplados ao
transporte de uma espécie quimica por elementos finitos. Publicado no

Congresso Brasileiro de Engenharia e Ciéncias Térmica Ciéncias - ENCIT.

Um modelo numérico é proposto para a solucao das equacoes de
Navier-Stokes acopladas a equacao de transporte de uma espécie quimica.
O Método dos Elementos Finitos é utilizado para a discretizacao do
problema e o paradigma da orientacao a objetos, para elaboracao do
coddigo numérico. A discretizacao espacial dos termos difusivos e da

pressao ¢ feita pelo método de Galerkin e a da derivada substancial,
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através de uma abordagem semi-Lagrangeana utilizando um esquema
implicito por diferencas regressivas de primeira ordem. O sistema linear
é resolvido pelo método da projecao discreto, baseado em decomposi¢ao

LU.

Setembro de 2006: Finite Element Method for Low Froude Number Saint-
Venant Equations Publicado no Congresso Nacional de Matematica Aplicada

e Computacional.

The flow in shallow water bodies can be described by the Saint-
Venant equations, including bottom friction, viscosity and Coriolis-Boussinesq
factor. In this work a numerical method is proposed for the solution of
the Saint-Venant system, for the case of negligeable Froude number, em-
ploying a rigid lid approximation. The problem is discretized employing
the Finite Element Method in a triangular mesh. Spatial discretiza-
tion of the diffusion and pressure terms is made through the Galerkin
method. The MINI element is selected, among the Taylor-Hood family
of conforming elements that satisfied the LBB condition. The substan-
tial derivative is discretized through a semi-Lagrangean technique, using
a first-order backward Euler implicit scheme. The linear system is solved
employing the discrete projection method, based on LU decomposition.

The code is developed using the object-oriented paradigm.

Setembro de 2006: Solucao Numérica das Equacgoes de Navier-Stokes
Acopladas ao Transporte de uma Espécie Quimica pelo Método de Ele-
mentos Finitos.  Publicado no Congresso Nacional de Matematica Aplicada e

Computacional.

numérico ¢ proposto para a simulagao da hidrodinamica de um es-
coamento acoplada ao transporte de uma espécie quimica. Devido a
variacao das propriedades fisicas do fluido em funcao da concentracao
da espécie quimica ocorre um acoplamento nao-linear entre as equagoes
de Navier-Stokes e a de transporte de espécie quimica. O Método dos

Elementos Finitos é utilizado para a discretizacao do problema e o pa-
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radigma da orientagao a objetos, para elaboragao do cédigo numérico.
A discretizacao espacial dos termos difusivos e da pressao é feita pelo
método de Galerkin e a da derivada substancial, através de uma aborda-
gem semi-Lagrangeana utilizando um esquema implicito por diferencas
regressivas de primeira ordem. O sistema linear é resolvido pelo método

da projecao discreto, baseado em decomposicao LU.

Dezembro de 2003: Simulacao Experimental de Camada Limite Atmos-
férica Costeira em Trinel de Vento. Publicado no II Congresso sobre Plane-

jamento e Gestao das Zonas Costeiras dos Paises de Expressao Portuguesa.

Um tudo de laboratoério sobre camada limite turbulenta na qual se
desenvolve sobre superficie que apresenta uma mudanca abrupta na ru-
gosidade é feito. Os casos de uma superficie uniformemente lisa, de uma
superficie uniformemente rugosa e da superficie que troca de lisa a ru-
gosa e de rugosa a lisa sdo investigadas. Perfis de velocidade média,
de intensidade da turbuléncia, do coeficiente de atrito, do deslocamento
local na origem e da espessura da camada interna estao presentes. O
coeficiente de atrito foi calculado baseado no método grafico de Perry
e Joubert(1963) e no balango integral da quantidade de movimento. O
mesmo método grafico foi usado para a validagao do deslocamento na
origem. A espessura da camada interna foi calculada por dois méto-
dos, o método da £quinaf e o método da £convergénciaL. O documento
compara os dados experimentais obtidos no presente trabalho com dados
de camada limite atmosférica de Bradley(1968), desta forma, qualquer

possivel analogia entre os dois trabalhos pode ser obtida.

Dezembro de 2004: Simulacao Experimental de Camada Limite Atmos-
férica Costeira em Tinel de Vento. Publicado no Congresso Brasileiro de

Engenharia e Ciéncias Térmicas - ENCIT.

Um estudo de laboratorio sobre camada limite turbulenta na qual
se desenvolve sobre superficie que apresenta uma mudanca abrupta na

rugosidade é feito. Os casos de uma superficie uniformemente lisa, de
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uma superficie uniformemente rugosa e da superficie que troca de lisa a
rugosa e de rugosa a lisa sao investigadas. Perfis de velocidade média,
de intensidade da turbuléncia, do coeficiente de atrito, do deslocamento
local na origem e da espessura da camada interna estao presentes. O
coeficiente de atrito foi calculado baseado no método grafico de Perry
and Joubert, 1963 e no balancgo integral da quantidade de movimento.
O mesmo método grafico foi usado para a validagao do deslocamento
na origem. A espessura da camada interna foi calculada por dois méto-
dos, o método da "quina'e o método da "convergéncia". O documento
compara os dados experimentais obtidos no presente trabalho com dados
de camada limite atmosférica de Bradley, 1968, desta forma, qualquer

possivel analogia entre os dois trabalhos pode ser obtida.
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Resumo. Um modelo numérico é proposto para a solucdo das equacdes de Navier-Stokes acopladas a equacdo de transporte
de uma espécie quimica. O Método dos Elementos Finitos é utilizado para a discretizagcdo do problema e o paradigma da
orientagdo a objetos, para elaboragcdo do codigo numérico. A discretizagdo espacial dos termos difusivos e da pressdo é feita
pelo método de Galerkin e a da derivada substancial, através de uma abordagem semi-Lagrangeana utilizando um esquema
implicito por diferengas regressivas de primeira ordem. O sistema linear é resolvido pelo método da projecdo discreto, baseado

em decomposi¢cdo LU.

Palavras chave: equagdes de Navier-Stokes, método de elementos finitos, método semi-Lagrangeano, método da projecao, pro-

gramagdo orientada a objetos
1. Introducao

Inicialmente, um estudo sobre campo hidrodinamico préximo ao eixo de um eletrodo rotatério presente em uma célula
eletroquimica foi desenvolvido utilizando andlise de estabilidade. Pode-se citar importantes estudos nesta area de pes-
quisa, tais como: Smith, 1946, Gregory et al., 1955, Chin e Litt, 1972, Pontes et al., 2004 e Pontes e Mangiavacchi, 2005
O presente trabalho tem como objetivo propor uma andlise detalhada, sob outro ponto de vista, do campo hidrodindmico
descrito. Um modelo numérico € proposto para a solucdo das equacdes de Navier-Stokes (equacdes de quantidade de
movimento e equagdo de conservagdo de massa) acopladas a equagdo de transporte . O Método dos Elementos Finitos
¢ utilizado para a discretiza¢do do problema proposto, sendo caracterizado por 4 técnicas: método de Galerkin, método
semi-Lagrangeano, discretizacdo do tempo por diferencas regressivas de primeira ordem e método da projecdo para so-
lucdo do sistema linear. O método de Galerkin foi utilizado para discretizag¢do espacial dos termos difusivos, da pressao
e de forcagem. A utiliza¢do do método Semi-Lagrangeano consiste na discretizagdo da derivada substancial (Du/Dt). E
nessa derivada que se encontra o termo convectivo, responsavel pela ndo linearidade do problema. Para a discretizacio
do tempo foi utilizada uma técnica de diferencas regressivas de primeira ordem. Depois de passar por todas essas etapas
recai-se em um problema de resolucdo de um sistema linear do tipo Az = b. Utilizar métodos diretos para resolugio desse
sistema pode parecer a op¢ao mais facil, porém, o uso de alguns algoritmos agilizam o processamento da solu¢do. O mé-
todo da projecdo discreto € utilizado para dividir a matriz original em dois fatores do tipo LU em blocos obtendo assim
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um sistema com custo computacional menor devido ao desacoplamento entre velocidade e pressao. O c6digo numérico é
implementado usando os paradigmas da orientacao a objetos.

2. Equacoes de Governo

As equagdes de governo do campo hidrodinamico e de concentracdo em sua forma adimensional utilizadas na formu-
lacdo do método de elementos finitos podem ser escritas como (Batchelor, 1967; Pontes e Mangiavacchi, 2005).

Dv 1 1 T

V-v=0 2)
De 1

Dt Re ch H(DVe) 3)

As Eqgs. (1 e 2) sdo conhecidas como equagdes de Navier-Stokes e a Eq. (3) como equagao de transporte de massa. Essas
equacdes sdo responsdveis pela descrigdo do movimento de um fluido e de uma massa respectivamente onde Re = pul/u
representa o nimero de Reynolds e S¢ = v/D é o nimero de Schmidt, v é o vetor de velocidades, p a presséo e a
concentragdo em massa da espécie quimica representada pela letra c. As Eqgs. (1 e (3 sdo acopladas por intermédio
das propriedades do fluido, que séo dependentes de C e sdo avaliadas pelas seguintes expressdes: v = vpexp(m * ¢) e
D=1/pu.

3. Método dos Elementos Finitos
3.1. Formulacio Variacional

Considere as equagdes de Navier-Stokes e transporte de massa para escoamentos incompressiveis dadas em sua forma
adimensional representadas pelas Egs. (1, 2 e 3), vdlidas em um dominio {2 C R™ sujeitas as condi¢des de contorno

v=vr emlI} @

vi=0 eoc" =0 emIy @)
c=cr emlI; (6)

Ve-n=0 emIy 7

Considere o subespaco:

V=H'@Q)™ ={v=_(v1,...,0m) v € H(Q),Vi=1,...,m} (3)

onde H'(f2) é o espago de Sobolev dado por:

HI(Q):{veLQ(Q):aa;GLQ(Q)J:l,m ,m} ©)

sendo L?(€2) um espaco de dimensao infinta definido por

[2(Q) = {U:Q—JR,/deQ<oo} (10)
Q
Definindo-se
Vyp={veV:v=vpemI}

Py = {q € L*(Q) : ¢ = pr em T'y}
Cer ={r e L*(Q) : 7 =crem T3} (11)

a formulac@o variacional do problema consiste em encontrar solugdes v(z,t) € Vy., p(x,t) € Py e c(x,t) € C. tais
que:
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Dv 1 1 T _
~n WdQ—;/QpV-WdQ—i—E/QV[Vv—i—Vv].WdQ—O
/[V-v}quzO
Q
Dc 1 T ey

3.2. Método de Galerkin semi-discreto

Ap6s a formulagdo variacional das equagdes de governo, parte-se para aproximacgdo pelo método de Galerkin. Con-
sidere as equagdes de governo em sua forma adimensional e variacional (Eq. 12). Considere NV o nimero de pontos
de velocidade, N P o nimero de pontos de pressdo e NE o nimero de elementos na malha de elementos finitos que
discretiza o dominio €2. O método de Galerkin consiste em fazer as seguintes substitui¢des em (Eq. 12):

NV

u(xt) ~ Y Na(x)un(t) (13)
w

v(x,t) = ZNn(x)vn(t) (14)
N:P

p(,t) & Y Pu(x)pe(t), (15)

que sdo aproximagdes semi-continuas, isto é, continuas no tempo (¢) e discretas no espago (). Aqui, N,,(x) representam
as fungdes de interpolacdo utilizadas para a velocidade e P, (x) as fungdes de interpolacéio para a pressdo. Considere
ainda que as propriedades p, v e D s@o constantes em cada elemento.

A equacio de conservagdo de quantidade de movimento é normalmente avaliada em todos os nds livres de velocidade,
e portanto, as fungdes peso w, e w, sdo substituidas por fungdes de interpolagio N,, = Np,(z), m = 1,...,NV.
Aplicando este procedimento nas Eqs. (12), chega-se a:

Z/PZDunNmNndQ—Z/ez%PrprdQ

1 o ONy  ON,  ON,, ON, ON,, ON,, ON,, ON, B
+7Z/CZV ( ox tn ox + oy Oy Un + or Ox Un + dy Ox vn>dQ—O (16)

Z/ ZD”"N N, d — Z/ aNmPTpTdQ

72/ ZVe mv N"+5NmaN”v +8N,,16‘Nnv +8Nm3Nnv d0=0 (17
e 81‘ " 0x oy oy " oxr oy " oy oy " N

ON,,, ON,

Dcn maNn m n
Z/SZ NNdQJrReSCZ/eZ <ay 8ycn+ o axcn>d§2_0 (18)

A equacio da continuidade (Eq. 2), é avaliada nos nés lives de pressdo e, portanto, a fungdo peso g é aproximada
pelas fungdes de interpolacéo associadas a pressdo P, (x), resultando

Z/ Z %u"Jr%vn P.d2=0. (19)
- . & ox dy

parar =1,...,NP. Restringindo as funcdes de interpolacio a cada elemento e, conclui-se
L ONE e
Z/ Z + 52 ) P dQ=0. (20)
Qc Srce Y
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As Egs. (16, 17, 20 e 18) podem ser representadas na forma de um sistema de equagdes diferenciais ordindrias

1
M,i + E{@Km + Kyy)u+ Kpyv} —Gep =0 21

1
Mo+ E{Kwu + (Kpe +2Ky)v} —Gyp =0 (22)
Dyu+Dyv =0 (23)

. 1
onde 1, ¥ e ¢ representam a derivada substancial, sendo definidas por @ = [DD“t1 ey D%JXU 17,0 = [Dﬁ’tl ey Dgg" =
[DDctl gee ey 6081\211]T’ u = ,[’U,l, e ,’U,NU]T, v = [Ul, e ,UN\/]T, CcC — [Cl> . 7CNU}T, p = [pl, - ,pr]T, gaj =
97, g%l gy = [9¥.. ... 9% . . sdo os vetores dos valores nodais para as varidveis de velocidade, pressdo e
concentragao.

As dimensdes das matrizes que aparecem no sistema (24) sio NV x NP paraG, e Gy, NP x NV para D, e Dy e
NV x NV para todas as outras.

3.3. Método semi-Lagrangeano

O método semi-Lagrangeano foi primeiramente utilizado em sistemas convecgao-difusdo com o objetivo de se obter
duas caracteristicas: passo de tempo grande e estabilidade. Além disso, discretizacdes em ordens elevadas levam a erros
de dispersao minimos. A aproximacdo semi-Lagrangeana tem sido utilizada em meteorologia para predi¢des numéricas
das condicdes climaticas, onde o uso de grandes passos de tempo é essencial para eficiéncia. Nas equacdes de Navier-
Stokes, entretanto, seu uso ndo ¢é tdo freqiiente, porém, trabalhos recentes vém demonstrando sua elevada eficiéncia,
principalmente quando o escoamento é caracterizado por alto niimero de Reynolds.

Esse método foi introduzido no inicio dos anos 80 por Robert, 1981 e Pironneau, 1982 e a idéia basica procedia na
discretizacdo da solucdo da derivada Lagrangeana no tempo ao invés da derivada Euleriana. Como exemplo, pode-se citar
um esquema semi-Lagrangeano de uma equacio do tipo convecgdo-difusdo qualquer. Toma-se a equacao de transporte
de massa (Eq. 3) em sua forma compacta, com derivada substancial. Seguindo o método semi-Lagrangeano, pode-se
discretizar a Eq. (3) no tempo no ponto z; utilizando um esquema de primeira ordem implicito

n+1 n
De_ gt —cj (25)
Dt At
onde ¢} = ¢"(zq,t") e x4 é chamado de ponto de saida.

dominio

t n+2

n+l 1 n

Xj-1 Xj Xis1

Figura 1: método semi-lagrangeano

Na forma forte a derivada substancial é calculada ao longo do trajeto caracteristico, determinando-se o ponto z4 €
resolvendo a equagio Dx/Dt = a para trds no tempo "1 > ¢ > " usando a condigio inicial z(¢t"*!) = z;. Este
esquema é mostrado na Fig. (1a). Um método de integracdo deve ser utilizado para se encontrar a posi¢do do ponto do
passo anterior na malha, como o esquema de discretizagdo é de primeira ordem, a trajetéria € aproximada por uma reta.
Dependendo da trajetdria, trés situacdes podem ocorrer, a primeira e a sugunda sdo mostradas na Fig. (1b) pelos pontos 1
e 2, e a terceira, pelo ponto 3.

Na trajetéria 1, o ponto do passo anterior c” se encontra préximo ao ponto do passo atual ¢**! e dentro do dominio
do problema. Depois de identificado o elemento que contém o ponto 1, uma interpolagdo entre os nés do elemento é
necessdria para se conhecer seu valor. Como o esquema de discretizacio € de primeira ordem, a trajetdria € aproximada
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por uma reta. No caso do ponto 2, o ponto do passo anterior ¢ se encontra distante do ponto do passo atual ¢"*! e dentro
do dominio do problema. A diferenca entre o ponto 1 e o ponto 2 estd no comprimento das trajetérias. No ponto 2, a
trajetéria também serd aproximada por reta o que pode gerar um grande erro de aproximagao, pois com pouca informagao
(tempos inicial e final) ndo se sabe a real trajetéria do ponto. Apéds a discretizagdo pelo método semi-Lagrangeano, as
equagdes de governo tomam a forma de:

n+1 n
M’J(ﬂ%ud) + é{(?[(m + Ky u" 4 Ko™} — Gop™t =0 (26)
My(”‘ﬂizvg) + é{Ky:cu”H + (Kpo + 2K, ) 0"} = Gyp™ T =0 (27)
Dyu™ 4+ Dyt =0 (28)
MC(C?—H — Cg) + ! (Kca:x + K. )CnJrl =0 (29)
At Re Sc vy

3.4. Elementos de Malha

A escolha do tipo de elementos em equagdes onde o acoplamento de varidveis existe, como no caso das equagdes
de Navier-Stokes, € restrito. Na literatura, essa restricdo recebe o nome de condi¢do de Babuska-Brezzi. Essa é uma
condi¢do de estabilidade referente ao modo de discretizagao do problema, portanto, a escolha de elementos adequados
¢ fundamental para manter essa condicdo satisfeita. Muitos autores mencionam e detalham essa condicdo especifica.
Para se saber mais, recomendam-se: Cuvelier et al., 1986, Zienkiewicz e Taylor, 2000 e Oden e Carey, 1984. H4 na
literatura casos onde se encontra a solu¢do do problema sem mesmo a condicdo de Babuska-Brezzi ser satisfeita, mas para
tais elementos o método de Galerkin ndo pode ser utilizado. Métodos de penalidades também podem ser usados para
contornar essa restri¢do, porém néo é assunto deste trabalho o uso desta prética.

Elemento triangular linear: Esse ¢ o elemento mais utilizado no método dos elementos finitos, por sua forma
geométrica mais simples, podendo ser usada para aproximar superficies irregulares. Por ser linear, suas fungdes de
interpolacdo sdo representadas por planos (ver Fig. 2), ou seja, um polindmio de grau 1. A pressdo na equacdo de
Navier-Stokes (Eq. 1) e a concetracdo na equacdo de transporte de massa (Eq. 3) foram discretizadas utilizando esse
elemento.

e pontos de velocidade

(O pontos de pressao
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Figura 2: representacdo das func¢des de interpolacdo para o tridngulo linear

Elemento triangular cibico: Este elemento apresenta um grau de liberdade a mais para velocidade localizado no
centrdido do tridngulo. A fung¢do de interpoloagdo usada para velocidade recebe o nome especial de fungdo bolha, pois
aparece uma bolha localizada no interior do elemento, como pode ser visto na Fig. (3). A combinagdo dos graus de liber-
dade de presdo e velocidade neste elemento forma o que é conhecido na literatura por elementoMINI. Sendo um elemento
cubico, seu polindomio de interpolagdo é de grau 3. As velocidades das equagdes de Navier-Stokes foram calculadass
utilizando esse elemento.
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e pontos de velocidade

(O pontos de pressao
N;=1L1 —911LsL3, 1=1,2,3
Ny =2711LoL3

Figura 3: representagdo das fun¢des de interpolagdo para o triangulo MINI

3.5. Método da Projecao Discreto

O método da projecdo discreto baseado em decomposicdo LU ¢é obtido através de fatoragdo em blocos do sistema
linear resultante. Isto sugere que a separagdo (ou split) entre velocidade e pressdo € feita depois da discretizagdo no
espacgo e no tempo das equacdes de governo. Considre as equacdes discretizadas no tempo e no espagco como se segue:

n+l _ ., n 1
M(u N ud)+R—Ku”+1—Gp"+1=0
e
Du™tt =0
vt n 1
M(= d Kt =0 30
(A ) T Res ke (30)

a dltima equagdo de (Eq. 30) pode ser resolvida separadamente, no entanto, as equacdes restantes formam um sistema de
equacdes que pode ser representado por:

B —AtG| [u"tt] [ bey 31
D 0 lpttt T |0 + beo 1)
onde agorao sistemalé escrito apenas para as incégnitas do problema, ou seja, untt = [u’f“l, - u’;,tl, ot v’&tl]T,
pt=[pitt p}(,; |7, sendo Nu, Nv e Np o niimero de incégnitas (ns livres) para velocidade na dire¢do x, veloci-

dade na direcdo y e pressdo respectivamente. A notacao para as matrizes e vetores foi mantida a mesma por simplicidade.
A matriz B € dada por
At

B=M+—K 32
+ o (32)

e o lado direito representa as grandezas conhecidas no tempo n,
P = —At(Aul) + Mu™ (33)

mais as condi¢des de contorno que nada mais sdo do que as contribui¢des dos valores conhecidos de velocidade e pressao
no lado direito do sistema.

O método da projegdo baseado em fatoragdo LU visa decompor a matriz do sistema (31) através de uma fatorag¢do por
blocos. Em Lee et al., 2001 sao apresentadas vérias formas de se fatorar esta matriz, cada forma dando origem a uma
familia de métodos diferentes. Utilizando uma fatorac¢do candnica LU por blocos, tem-se o seguinte sistema:
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B 0 I —AtB7'G] [u"tt] [ bey
[D AtDB‘lG} ' [0 I } ' [p"“] a {0} i [bCJ o

O sistema apresentado em (Eq. 34), se resolvido, dd origem ao método de Uzawa (Chang et al., 2002). Porém
sua solucdo é cara computacionalmente devido a inversdo da matriz B a cada iteracdo. Duas técnicas foram utilizadas
neste trabalho, todas utilizando um processo de aproximacdo chamado lumping. Na primeira técnica, a matriz B~! foi
aproximada por uma matriz de massa diagonal B;l, neste caso alguams oscilagdes foram encontradas nos campos de
velocidade para niimero de Re baixo. Portanto, uma outra solugdo resolveu esse problema, em vez de aproximar a matrix
de massa, a diagonalizagdo foi feita em B. Para este caso a soluciao ndo apresenta problemas para nenhum valor de Re.
A matriz diagonalizada envolve uma aproximagdo conhecida na literatura por lumping. Esta técnica consiste em somar
todos os elementos de linha e localiza-los na diagonal principal da matriz. O mesmo procedimento pode ser feito em
elementos de coluna ja que a matriz B € simétrica. Note que a utiliza¢do desta técnica se faz necessdria pois a inversio
de matrizes ndo-diagonais gera custos computacionais elevados. No métodos dos elementos finitos, a técnica de Lumping
tem sua principal utilizagdo na matriz de massa, pois ao final do procedimento, a massa total do elemento se mantém
conservada.

3.6. Orientacao a Objetos

O paradigma da orientag@o a objetos € empregado para a elaboracdo do cédigo numérico. As vantagens deste tipo
de programacio comparadas a programacdo estrutural (convencional) sdo: facilidade de manutencio, modularidade, im-
plementacdo de classes e objetos, abstracdo de dados, etc. A figura (Fig. 4) representa o diagrama de classes em UML
(Unified Modeling Language) do cédigo desenvolvido neste trabalho.

Solver

+solve()

TElement

)

Simulator

Model

+restore()

FEMLinElement FEMMiniElement

Figura 4: diagrama de classes

Na classe Model encontram-se as condi¢des de contorno, a discretizacdo do dominio e a geometria do problema.
Em FEMMiniElement e FEMLinElement encontram-se as informagdes sobre os elementos utilizados e suas respectivas
matrizes, tais como: matriz de rigidez, matriz de massa e matriz de operadores para o célculo da vorticidade. A classe
TElement esta preparada para capturar as informagdes das classe FEMMiniElement e FEMLinElement ou de uma outra
classe com tipo de elemento diferente. A classe Simulator € responsavel pela montagem das matrizes (Assemble), aplica-
¢ao das condi¢gdes de contorno e preparacdo do sistema linear a ser resolvido. Logo, este sistema é encaminhado para a
classe Solver onde a soluc¢do do problema € processada.
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4. Resultados

O método foi validado para o caso de escoamento plano de Poiseuille estacionario, produzindo valores nodais virtual-
mente exatos. O problema do degrau, ou em inglés, backward-step foi utilizado para ilustrar as caracteristicas do método
desenvolvido. As condi¢des de contorno e geometrias sdo apresentadas na figura (Fig. 5).

Os resultados mostrados nas
= s pars T figuras (Figs. 6, 7 e 8) a se-
guir foram retirados de trés situ-
acOes caracterizadas em seqiién-
cia. A primeira imagem de cada
linha representa uma condigdo
- p=0 logo apds a condigdo inicial (2
iteragdes). A segunda figura de
cada linha representa um esta-

o<c
i1
ROP

[} u=0 . . . .
S V=0 gio intermedidrio, de aproxima-
4 c=0 . ~ .
damente 8 iteracOes. A terceira
u=0 v=0 =0 figura representa um estado pro-

Xximo ao permanente. Foram tes-
! ‘ ! tadas combinagdes dos niimeros

. . de Re e Sc. A seguir sdo mostra-
Figura 5: condi¢des de contorno para o problema proposto dos os casos Re — 10 e S¢ — 10

(Fig. 6), Re = 100 e Sc = 100

(Fig. 7) e Re = 1000 e Sc = 100 (Fig. 8), usando uma distribui¢do com 800 vértices.

1 1
0.5 | 0.5 |
0 0
0 0.5 1 1.5 2 0 05 1 15 2

1 1

0 0.5 1 1.5 2

Figura 6: Simulac¢do de Re = 10 e Sc = 10. Evolucdo das componentes u (a) e v (b) da velocidade, da pressdo (c) e da
concentragdo da espécie quimica (d).
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Figura 7: Simulagdo de Re = 100 e Sc = 100. Evolucdo das componentes u (a) e v (b) da velocidade, da pressdo (c) e
da concentragdo da espécie quimica (d).
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a)

b)

c)

d)

Figura 8: Simulacdo de Re = 10000 e Sc = 100. Evolu¢do das componentes « (a) e v (b) da velocidade, da pressao (c)
e da concentracdo da espécie quimica (d).

Os resultados mostram que o método é estdvel, mesmo para intervalos de integragdo no tempo longos (CFL =
AtU/Ax = 5), e ndo apresenta oscilagdes mesmo para valores de passo de Re e Sc elevados.

O efeito da variagdo do Re pode ser apreciado na redug@o da espessura da camada limite hidrodinamica e no cresci-
mento da regifio de recirculagdo a jusante do degrau com o aumento do Re.

O efeito da variagcdo do Sc se manifesta também pela reducdo da espessura da camada limite de concentrag¢do e o
afinamento do jato na regido a jusante do degrau com o aumento do produto Re Sc.

Em particular, pode-se observar que para Re Sc = 1000000 a frente de propagacdo do campo escalar ¢ é muito bem
definida, mostrando que o método numérico apresenta baixa difuséo artificial.

5. Conclusao

O problema tratado nesse trabalho apresenta a originalidade de abordar o estudo do campo hidrodinamico afetado
pelo acoplamento, através dos coeficientes de viscosidade e de difusao dependentes da concentracio da espécie, com a
dinmica de transporte de uma espécie quimica.

O método dos elementos finitos proposto nesse trabalho, baseado no método de Galerkin e na formulagdo semi-
Lagrangeana, se mostrou estavel para todos os valores de C'F'L, Re e Sc analisados. Os resultados ndo apresentaram
oscilagdes espurias e nem difusdo numérica excessiva nas simulagdes para altos valores de Re e Sc. Essas caracteristicas
estdo associadas a escolha da formulacdo semi-Lagrangeana em combinagdo com o elemento MINI para a discretizagao
das equacdes de Navier-Stokes e o elemento linear para a discretiza¢do da equacdo de transporte da espécie quimica.

O método de projecido discreto, baseado em fatoracdo LU, combinado com a técnica de aproximagao Lumped resultou
em um esquema numérico computacionalmente eficiente, permitindo a utilizagdo de métodos de solucio de sistemas
lineares com matrizes de coeficientes simétricas e positivas definidas como o método dos gradientes conjugados com pré-
condicionador de Cholesky incompleto. A utilizacdo do paradigma de orientacdo a objetos permitiu a implementacao de
um sistema de simulacao de qualidade do ponto de vista de engenharia de software, de facil manutenc¢do e desenvolvimento
futuro.
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Abstract. A numerical model is proposed for solving the Navier-Stokes equations coupled to the transport equation of a chemical
species. The Finite Element Method is employed in the problem discretization and the object-oriented paradigm, in the development of
the numerical code. Spatial discretization of the diffusion and pressure terms is made through the Galerkin method and the substantial
derivative, through a semi-Lagrangean technique, using a first-order backward Euler implicit scheme. The linear system is solved
through the discrete projection method, based on LU decomposition..
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Resumo. Um modelo numérico € proposto para a solucao das equacoes de Saini-Venant. O Método dos
Elementos Finitos é utilizado para o discretizacdo do problema e o paradigma da orientacao a objetos,
para elaboracio do codigo numérico. A discretiza¢ao espacial dos termos difusivos e da pressio é
feita pelo método de Galerkin. Utiliza-se, para discretizacdo da derivada substancial, uma abordagem
semi-Lagrangeana através de um esquema implicito por diferencas regressivas de primeira ordem. O
sistema linear é decomposto em blocos LU através do método da projecao discreto e resolvido por método
iterativo.

Palavras chave: equagoes de Saint-Venant, método de elementos finitos, método semi-Lagrangeano,
método da projecao, programacao orientada a objetos

1 Introducao

Muitos sao os caso na engenharia onde a simulacao de escoamentos de fluidos se torna
necessaria. A modelagem tridimensional é a forma mais direta e a que mais se assemelha a
realidade. Porém, freqiientemente uma abordagem simples e eficiente é preferivel evitando-
se os altos custos computacionais de uma simulacio 3D. E neste contexto que se inserem as
equagoes de Saint-Venant (de Saint-Venant, 1871). Essas equagbes sao um caso particular
das esquacoes de aguas rasas. Elas descrevem propriedades de escoamentos tridimensionais
integrando verticalmente as equagoes bidimensionais. Sao usadas comumente no estudo da
hidrodinamica de rios e regioes costeiras e podem ser deduzidas diretamente das equagoes de
Navier-Stokes (Gerbeau and Perthame, 2001). A topografia do fundo introduz um termo de
fonte, influenciando as variaveis do problema. O problema principal encontrado na resolucao
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numéricas das equacoes de Saint-Venant refere-se a4 aproximacao de tal termo, que deve ser
feita de modo a assegurar a manutenc¢ao, pelo esquema numérico discreto, das caracteristicas
encontradas no problema fisico.

A modelagem classica do problema utiliza esquemas de volumes finitos (Godlewski and
Raviart, 1996, Eymard et al., , Perthame, 2001) porém, uma abordagem através do método de
elementos finitos apresenta bons resultados com convergéncia para o estado estacionario (ver
Arvanitis et al., 2001).

Neste trabalho um modelo numérico é proposto para a solucao das equagoes de Saint-Venant.
O Método dos Elementos Finitos é utilizado para a discretizacao do problema, sendo caracteri-
zado por 4 técnicas: método de Galerkin, método semi-Lagrangeano, discretizacao do tempo por
diferencas regressivas de primeira ordem e método da projecao para solucao do sistema linear.
O método de Galerkin foi utilizado para discretizacao espacial dos termos difusivos, da pressao
e de forcagem. A utilizacdo do método Semi-Lagrangeano consiste na discretizacao da deri-
vada substancial (Du/Dt). E nessa derivada que se encontra o termo convectivo, responsavel
pela nao linearidade do problema. Para a discretizacao do tempo foi utilizada uma técnica de
diferencas regressivas de primeira ordem. Depois de passar por todas essas etapas recai-se em
um problema de resolucao de um sistema linear do tipo Az = b. Utilizar métodos diretos para
resolucao desse sistema pode parecer a opgao mais facil, porém, o uso de alguns algoritmos
agilizam o processamento da solucao. O método da projecao discreto é utilizado para dividir
a matriz original em dois fatores do tipo LU em blocos obtendo assim um sistema com custo
computacional menor devido ao desacoplamento entre velocidade e pressao. O cdédigo numérico
¢ implementado usando os paradigmas da orientacao a objetos permitindo facil manutencao e
desenvolvimentos futuros.

2 Equacoes Governantes

As equagoes governantes do campo hidrodinamico em sua forma adimensional utilizadas na
formulacao do método de elementos finitos podem ser escritas como:

Dv
Dr Ve

WV (HT) + V(HT)"] + (1.° — 1.5) — 2®sen(6v) (1)

H Re poH

o¢  OuH) O(vH)
8t+ ox * oy

—0 2)

As equagoes (1) e (2) sdo conhecidas como equagdes de Saint- Venant. Essas equagdes sao res-
ponséaveis pela descri¢gao do movimento de um fluido em duas dimensdes com a pressao calculada
hidroestaticamente ao longo da coordenada vertical z, esse procedimento ¢é representado pelo
termo [—gV(]|. As componentes u e v representam velocidades médias na dire¢ao horizontal e
vertical respectivamente.

O termo [2Psen(6v)| representa a forca de Coriolis devido ao fato do referencial estar se
movimentando na superficie da Terra, [(1/poH)7,°| representa a tensao do vento na superficie
livre por unidade de massa. Se o vento estiver na mesma direcdo do escoamento, esse termo
ira acelerar o escoamento; se for oposto, ira retarda-lo, |(1/poH)7,”| representa a tensao de
atrito no fundo atuante no escoamento por unidade de massa. Conforme indicado pelo sinal
negativo, esse termo sempre tende a desacelerar o escoamento, tendo sempre sentido oposto e
[14] representa a viscosidade turbulenta.
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3 Meétodo dos Elementos Finitos

3.1 Formulagao Variacional

Considere as equacoes de Saint-Venant para escoamentos incompressiveis dadas em sua
forma adimensional representadas pelas equagoes (1) e (2), validas em um dominio 2 C R™
sujeitas as condicoes de contorno

v=vr emlI; (3)
vi=0 edc™ =0 emlI, (4)

Considere o subespaco:
V=H Q)™ ={v=(v1,...,0m) v € H(Q),YVi=1,...,m} (5)

onde H'(Q) é o espago de Sobolev dado por:

H'(Q) = {UEL2(Q):§—;€L2(Q)J:1,--- ,m} (6)

sendo L?(€)) um espago de dimensdo infinta definido por
L*(Q) = {v Q- R,/U2dQ < oo} (7)
Q

Definindo-se

Voo ={veV:v=vrem [}
Py = {g € L*(Q) : ¢ = pr em 'y} (8)

a formulagao variacional do problema consiste em encontrar solugdes v(z,t) € Vi e p(x,t) € Py
tais que:

Dv
— 'W'
q Ot

g 1 T
_J . H H :
ds p/QCV wd{) + . Re/QV[V( V)—i—V( V) ] wdf)

1
_ (75 — 78)wdS) + / 20sen(fv)wdQ =0
poH Jq %
/Q V- V] Hqd$) = 0 9)

3.2 Meétodo de Galerkin semi-discreto

Apos a formulacao variacional das equacoes de governo, parte-se para aproximacao pelo
método de Galerkin. Considere as equagoes de governo em sua forma adimensional e variacional
9).

Considere NV o ntumero de pontos de velocidade, NP o nimero de pontos de pressao e NE
o nimero de elementos na malha de elementos finitos que discretiza o dominio 2. O método
de Galerkin consiste em fazer as seguintes substituicoes em (9):
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ux,t) & Y Ny(X)un(t) (10)
v(x,t) =~ ZNn(X)Un(t) (11)

p(x,t) =~ ZPn(x)pr(t), (12)

que sdo aproximagoOes semi-continuas, isto é, continuas no tempo (t) e discretas no espaco
(). Aqui, N,(x) representam as fungoes de interpolacao utilizadas para a velocidade e P,(x)
as funcoes de interpolacao para a pressao. Considere ainda que as propriedades p e v sao
constantes em cada elemento.

A equagao de conservagao de quantidade de movimento é normalmente avaliada em todos
os nos livres de velocidade, e portanto, as func¢oes peso w, e w, sao substituidas por fun¢oes
de interpola¢do N,, = N, (x), m =1,..., NV. Aplicando este procedimento nas equagoes (9),
chega-se a:

Z/PZDU"N NdQJrgZ/ Z PG

Z/ ZVe 8Nmu 8Nn+8Nm8Nnu +8Nm8Nnu +8N 6N 40
e or " Ox oy oy " 0Ox Ox " oy or "

poHZ/eZ[ mTy — N, }deLZ/ ZQ@sen(é’v)deQ:O (13)

_HRe

Z/EZD“"N NdQ—i—gZ/ —Png

Z/ ZVe ava 8Nn+(9Nm8NnU +8Nm8NnU +8Nm8NnU 40
e or " Oz oy oy " 0x oy " oy oy "

_pOLHZ/e n {NmT — N, }dQJrZ/ qu>sen(eu)deQ:o (14)

A equacdo da continuidade (2), é avaliada nos nos livres de pressao e, portanto, a funcdo
peso ¢ é aproximada pelas fungoes de interpolacao associadas a pressao P.(z), resultando

ON, ON, B
ze: /e zn: (EHnun + 8—yHnUn) P’/’ dQ=0. (15)

_HRe

parar =1,..., NP. Restringindo as funcoes de interpolacao a cada elemento e, conclui-se
é?N;3 aN;
Z/ > — - Hiu; + » —L Hjv; | P£dQ=0. (16)

j,kee

As equagoes (13), (14) e (16) podem ser representadas na forma de um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias

1
(M, + M, )i+ —— HR (2K, + Kyy)u + Kpyv} — gG.¢ =0 (17)
(M, + M )v+ H—Re{nyu + (K +2K,)v} — gGy,¢ =0 (18)
Dyu+ Dy =0 (19)
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onde 7 e v representam a derivada substancial, sendo definidas por u = [%, cee D%IXU]T,
- [Dv Doy 1T _ T _ T _ ' T _
v o= [Dtla"'a D];,U] y U= [ula"'yuNU} y U= [Ula"w,UNV] ) C - [Cl?"'?CNP] y 9z =
95, g%ults 9y = [9Y, - g%y]T, , sdo os vetores dos valores nodais para as variaveis de

velocidade e pressao.
As dimensoes das matrizes que aparecem no sistema (19) sao NV x NP para G, e G,
NP x NV para D, e D, e NV x NV para todas as outras.

3.3 Meétodo semi-Lagrangeano

O método semi-Lagrangeano foi primeiramente utilizado em sistemas conveccao-difusao
com o objetivo de se obter duas caracteristicas: passo de tempo grande e estabilidade. Além
disso, discretizagoes em ordens elevadas levam a erros de dispersao minimos. A aproximacao
semi-Lagrangeana tem sido utilizada em meteorologia para predi¢oes numéricas das condicoes
climéaticas, onde o uso de grandes passos de tempo é essencial para eficiéncia. Nas equagoes de
Saint-Venant e Navier-Stokes, entretanto, seu uso nao ¢ tao freqiiente, porém, trabalhos recentes
vém demonstrando sua elevada eficiéncia, principalmente quando o escoamento é caracterizado
por alto ntimero de Reynolds.

Esse método foi introduzido no inicio dos anos 80 por Robert, 1981 e Pironneau, 1982 e a
idéia basica procedia na discretizacao da solucao da derivada Lagrangeana no tempo ao invés
da derivada Euleriana. Como exemplo, pode-se citar um esquema semi-Lagrangeano de uma
equacao do tipo conveccao-difusao qualquer. Para isso trataremos, ilustrativamente, apenas
o termo responsavel pela conveccao, desprezando o termo difusivo. Seguindo o método semi-
Lagrangeano, discretiza-se a equac¢ao mencionada no tempo no ponto x; utilizando um esquema
de primeira ordem implicito

De e
Dt At

onde ¢} = "(x4,t") e x4 é chamado de ponto de saida.

(20)

dominio

tn+2

n+l

Xj-1 Xj Xi+1

Figura 1: método semi-lagrangeano

Na forma forte a derivada substancial é calculada ao longo do trajeto caracteristico, determi-
nando-se o ponto z4 e resolvendo a equagao Dx/Dt = a para tras no tempo t"*' >t > "
usando a condigdo inicial z(t"™!) = z;. Este esquema ¢ mostrado na figura (1a). Um método de
integracao deve ser utilizado para se encontrar a posicao do ponto do passo anterior na malha.
Utilizando-se um esquema de discretizacao de primeira ordem, a trajetoria é aproximada por
uma reta. Dependendo da trajetoria, trés situacoes podem ocorrer, a primeira e a segunda sao
mostradas na figura (1b) pelos pontos 1 e 2, e a terceira, pelo ponto 3. Na trajetoria 1, o ponto
do passo anterior ¢ se encontra proximo ao ponto do passo atual ¢"*! e dentro do dominio do
problema. Depois de identificado o elemento que contém o ponto 1, uma interpolacao entre os
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no6s do elemento ¢ necessaria para se conhecer seu valor. No caso do ponto 2, o ponto do passo
anterior ¢” se encontra distante do ponto do passo atual ¢! e dentro do dominio do problema.
A diferenca entre o ponto 1 e o ponto 2 estd no comprimento das trajetorias. No ponto 2,
a trajetoria também sera aproximada por reta o que pode gerar algum erro de aproximacao,
pois com pouca informagao (tempos inicial e final) nao se sabe a real trajetoria do ponto. No
caso do ponto 3, o valor de origem ¢ calculado utilizando as condic¢oes de contorno. Apos a
discretizacao pelo método semi-Lagrangeano, as equacoes de governo tomam a forma de:

U?+1 — Ug 1 n n n
(M, + M ) () e (@K + K 0™+ K™} = gGuC™ =0 (21)
v?—H — Uy 1 n n n
(My + My, ) (=% 1) + e Ut T (Kap 4 2K,,)0" 1Y — gG ¢ =0 (22)
D" + D"t =0 (23)

3.4 Elementos de Malha

A escolha do tipo de elementos em equacoes onde o acoplamento de variaveis existe, como
no caso das equacoes de Saint-Venant, é restrito. Na literatura, essa restricao recebe o nome
de condicao de Babuska-Brezzi. Essa é uma condicao de estabilidade referente ao modo de
discretizacao do problema, portanto, a escolha de elementos adequados é fundamental para
manter essa condicao satisfeita. Muitos autores mencionam e detalham essa condicao especifica.
Para se saber mais, recomendam-se: Cuvelier et al., 1986, Zienkiewicz and Taylor, 2000 e Oden
and Carey, 1984. Ha na literatura casos onde se encontra a solucao do problema sem mesmo a
condicao de Babuska-Brezzi ser satisfeita, mas para tais elementos o método de Galerkin nao
pode ser utilizado. Métodos de penalidades também podem ser usados para contornar essa
restricao, porém nao é assunto deste trabalho o uso desta pratica.

Elemento triangular ctbico: Este elemento apresenta um grau de liberdade a mais
para velocidade localizado no centrbide do triangulo. A funcao de interpoloacao recebe o
nome especial de funcao bolha, pois aparece uma bolha localizada no interior do elemento. A
combinagao de fungoes de interpolacao linear para pressao e de fungoes de interpolacao cibicas
para a velocidade forma o que é conhecido na literatura por elemento MINI. Sendo um elemento
cubico, seu polindmio de interpolacao é de grau 3. As velocidades das equacoes de Saint- Venant
foram calculadas utilizando esse elemento.

e pontos de velocidade

(O pontos de pressao
N; =Ly —9LL5L3, 1=1,2,3
Ny =27L1LoLs

3.5 Meétodo da Projecao Discreto

O método da projecao discreto baseado em decomposicao LU é obtido através de fatoracao
em blocos do sistema linear resultante. Isto sugere que a separacao (ou split) entre velocidade e
pressao ¢ feita depois da discretizagao no espaco e no tempo das equacoes de governo. Considre
as equacoes discretizadas no tempo e no espaco como se segue:

173



16° POSMEC. FEMEC/UFU, Uberlandia-MG, 2006.

n+l _ . n
uy 1

K n+l n+l _
Re ) TR e =0

Dyt =0 (24)

(M + M,)(

a ultima equacao de (24) pode ser resolvida separadamente, no entanto, as equagoes restantes
formam um sistema de equacoes que pode ser representado por:

B —AtgG| [u™t! r" bey
. = 2
|:D 0 :| |:<-n+1 0 + bc2 ( 5)
onde agora o sistema é escrito apenas para as incognitas do problema, ou seja, u"t! =
[ttt o T et = [t ,pxilT, sendo Nu, Nv e Np o niimero de
incognitas (nos livres) para velocidade na direcao x, velocidade na diregdo y e pressao respec-

tivamente. A notacao para as matrizes e vetores foi mantida a mesma por simplicidade. A

matriz B é dada por

At
B=M+—K 2
+ o (26)

e o lado direito representa as grandezas conhecidas no tempo n,
" = —At(Auy) + Mu™ | (27)

mais as condicoes de contorno que nada mais sao do que as contribuicoes dos valores conhecidos
de velocidade e pressao no lado direito do sistema.

O método da projegao baseado em fatoragao LU visa decompor a matriz do sistema (25)
através de uma fatoracao por blocos. Em Lee et al., 2001 sao apresentadas varias formas de se
fatorar esta matriz, cada forma dando origem a uma familia de métodos diferentes. Utilizando
uma fatoracao canonica LU por blocos, tem-se o seguinte sistema:

B 0 I =AtB 9G] [u™] "] [be
[D AtDBlgG} ' [0 I } ' L‘”“] B {01 ' {bcj .

O sistema apresentado em (28), se resolvido, da origem ao método de Uzawa (Chang et al.,
2002). Porém sua solugdo é cara computacionalmente devido & inversdo da matriz B a cada
iteracao. Duas técnicas foram utilizadas neste trabalho, todas utilizando um processo de apro-
ximacao chamado lumping. Na primeira técnica, a matriz B~! foi aproximada por uma matriz
de massa diagonal M, ! neste caso alguams oscilacoes foram encontradas nos campos de velo-
cidade para nimero de Re baixo. Portanto, uma outra solucao resolveu esse problema, em vez
de aproximar a matrix de massa, a diagonalizagao foi feita em B. Para este caso a solu¢do nao
apresenta problemas para nenhum valor de Re. A matriz diagonalizada envolve uma aproxima-
¢ao conhecida na literatura por lumping. Esta técnica consiste em somar todos os elementos de
linha e localiza-los na diagonal principal da matriz. O mesmo procedimento pode ser feito em
elementos de coluna ja que a matriz B é simétrica. Note que a utilizacao desta técnica se faz
necessaria pois a inversao de matrizes nao-diagonais gera custos computacionais elevados. No
métodos dos elementos finitos, a técnica de Lumping tem sua principal utilizagdo na matriz de
massa, pois ao final do procedimento, a massa total do elemento se mantém conservada.
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3.6 Orientacao a Objetos

O paradigma da orientagao a objetos é empregado para a elaboragao do c6digo numérico.

As vantagens deste tipo de programagao comparadas a programagao estrutural (convencional)

sao: facilidade de manutencao, modularidade, implementacao de classes e objetos, abstracao

de dados, etc. A figura (2) representa o diagrama de classes simplificado em UML (Unified
Modeling Language) do codigo desenvolvido neste trabalho.

Na classe Model encontram-

Solver se as condicoes de contorno, a

g discretizacao do dominio e a

geometria do problema. Em

FEMMiniElement e FEMLinFE-

lement encontram-se as infor-

TElement macoes sobre os elementos uti-

lizados e suas respectivas ma-

Simuramr trizes, tais como: matriz de ri-

Model gidez, matriz de massa e ma-

e triz dos operadores gradiente e

e divergente . A classe TFEle-

ment estd preparada para cap-

turar as informacoes das classe

FEMMiniElement e FEMLinFE-

FEMLinElement FEMMiniElemen lement ou de uma outra classe

com tipo de elemento diferente.

A classe Simulator é responsé-

Figura 2: diagrama de classes vel pela montagem das matrizes

(Assemble), aplicagdo das con-

di¢oes de contorno e preparagao do sistema linear a ser resolvido. Logo, este sistema é en-

caminhado para a classe Solver onde a solucao do problema ¢é processada utilizando métodos

iterativos.

4 Resultados

O meétodo foi validado para o caso de escoamento plano de Poiseuille estacionario, produ-
zindo valores nodais virtualmente exatos. O problema do degrau, ou em inglés, backward-step
foi utilizado para ilustrar as caracteristicas do método desenvolvido. As condicbes de contorno
e geometrias sao apresentadas na figura (3).

Para os resultados mostra-
— =0 o —1 dos nas figuras (4) e (5) foi con-
— siderado o caso onde a forca de
— Coriolis [2®sen(0v)] e a tensao
— na superficie |[7°] sdo nulas e a
e 0| | tensdo no fundo [77] ¢ igual a 1.
— | Foram retirados de duas situa-
|- coes caracterizadas em seqiién-
— cia. A primeira imagem de cada
— b0 ve0 linha representa uma condicao

T
o=

| 1 | | | logo apos a condigao inicial (2
iteragoes). A segunda figura de

Figura 3: condicoes de contorno para o problema proposto
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Figura 4: Simulagdo de Re = 10. Evolugao das componentes u (a) e v (b) da velocidade e da
pressao (c)

cada linha representa um estagio intermediario, de aproximadamente 35 iteracoes. A terceira
figura representa um estado proximo ao estacionario (aproximadamente 300 iteragoes). A seguir
sao mostrados os casos Re = 10 (figura 4) e Re = 10000 (figura 5), usando malha triangular
com aproximadamente 3200 vértices.

Os resultados mostram que o método é estavel, mesmo para passos de integracao no tempo
longos (CFL = AtU/Axz ~ 5), e ndo apresenta oscilagoes mesmo para valores de Re elevados.

A validagdao do codigo baseou-se na representacdo do modelo sem variagao vertical, po-
dendo assim ser comparada a um escoamento tipico descrito pelas equagoes de Navier-Stokes e
encontrada freqiientemente na literatura especifica.

As imagens das figura (5) apresentam um modelo perturbado de malha retangular represen-
tando o escoamento de um delta de rio genérico. Note que para ambas distribui¢oes do campo
hidrodinamico, a funcao que descreve a variacao de profundidade é do tipo degrau, do inicio
até a metade do dominio o terreno é plano com pouca profundidade, em seguinda até o final
do dominio o terreno ¢ fundo. A transicao abrupta desses dois terrenos caracteriza o degrau.
Para terreno com pouca pronfundidade os efeitos de velocidade sao mais pronunciados e para
terrenos profundos, a velocidade tende a zero, como pode-se observar nas figuras.

O efeito da variacao do Re pode ser apreciado na reducao da espessura da camada limite
hidrodinamica e no crescimento da regiao de recirculagao a jusante do degrau com o aumento
do Re.

Em particular, pode-se observar que para Re = 10000 a propagacao da quantidade de
movimento é muito bem definida, mostrando que o método numérico apresenta baixa difusao
artificial e estabilidade.

5 Conclusao
O método dos elementos finitos proposto nesse trabalho, baseado no método de Galerkin e
na formulagao semi-Lagrangeana, se mostrou estavel para todos os valores de CFL e Re ana-

lisados. Os resultados nao apresentaram oscilagoes espirias e nem difusao numeérica excessiva
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Figura 5: Simulacao de Re = 10000. Evolucao das componentes u (a) e v (b) da velocidade,
da pressao (c¢) e de transporte de escalar passivo (d).

nas simulacoes para altos valores de Re. Essas caracteristicas estao associadas a escolha da
formulagao semi-Lagrangeana em combinagdao com o elemento MINI para a discretizacao das
equacoes de Saint-Venant.

O método de projecao discreto, baseado em fatoragao LU, combinado com a técnica de apro-
ximacao Lumped resultou em um esquema numérico computacionalmente eficiente, permitindo
a utilizacao de métodos de solucao de sistemas lineares com matrizes de coeficientes simétricas
e positivas definidas como o método dos gradientes conjugados com pré-condicionador de Cho-
lesky incompleto. A utilizacao do paradigma de orientacao a objetos permitiu a implementacao
de um sistema de simulacao de qualidade do ponto de vista de engenharia de software, de facil
manutencao e desenvolvimento futuro.
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Abstract. A numerical model is proposed for solving the Saint- Venant equations coupled to the trans-
port equation of a chemical species. The Finite Element Method is employed in the problem discretiza-
tion and the object-oriented paradigm, in the development of the numerical code. Spatial discretization
of the diffusion and pressure terms is made through the Galerkin method and the substantial derivative,
through a semi-Lagrangean technique, using a first-order backward Euler implicit scheme. The linear
system is decomposed in LU blocks through the discrete projection method and solved by an iterative
method..

Keywords Saint-Venant equations, finite element method, semi-Lagrangean method, projection method,
object-oriented programming
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