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Gustavo Charles Peixoto de Oliveira

Abril/2011
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Neste trabalho, investigamos, através do Método dos Elementos Finitos, a estabi-
lidade hidrodindmica em células eletroquimicas analisando os efeitos do acoplamento
de uma espécie quimica. Temos estendido os estudos ja conduzidos pelo grupo de
pesquisa da area de Eletroquimica Aplicada, atinente ao Departamento de Engenha-
ria Metalurgica e de Materias da COPPE/UFRJ. A anélise de estabilidade linear
mostrou resultados interessantes a respeito do problema da célula eletroquimica, os
quais sao agora experimentados a partir do ponto de vista computacional guiado
pelo método dos elementos finitos.

A solucao de von Karman para um disco rotatério é o fluxo base do problema.
Como um objetivo primério, inserimos pequenas perturbagoes - retiradas da analise
de estabilidade linear - ao fluxo base e observamos sua evolu¢do no tempo. A
caracteristica poderosa dos elementos finitos como um método numérico bastante
solido promove uma nova abordagem para a pesquisa nesta area, revelando visoes
inexploradas a respeito dos fendmenos nao-lineares que ocorrem no dominio fisico.

Varios aspectos computacionais estao envolvidos nas simulagoes. As equacoes
de Navier-Stokes incompressiveis, juntamente com a equacao do transporte de uma
quantidade escalar modelam o problema. Portanto, o tratamento numérico dos ter-
mos ¢ uma preocupacao relevante e consideravel. Neste trabalho, temos perseguido
uma representacao mais precisa da derivada material. Usando uma interpretacao
lagrangeana do movimento, temos implementado um esquema que reduz o erro
propagado pela discretizacao. Em comparacao a um esquema desenvolvido anteri-
ormente por outro pesquisador do grupo, temos obtido avango positivo com o novo

esquema.
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This work is intended to investigate the hydrodynamical stability in electroche-
mical cells by analyzing the effects of the coupling of a chemical species through
the Finite Element Method. We have extended the studies conducted up to now by
the research group in Applied Electrochemical casted at Metallurgical and Materi-
als Engineering Department from COPPE/UFRJ. Linear stability analysis showed
interesting results concerning the problem of electrochemical cell, which now are, in
contrast, addressed by the finite element method.

Von Karman’s solution for a rotating-disk is the base state flow of the problem.
As a primary objective, we superposed small perturbations - taken from the linear
stability analysis - to the base flow. The powerful characteristic of finite element as
a numerical method strong enough provides a new tool to investigate the problem,
revealing unexplored sights on the nonlinear phenomena ocurring on the physical
domain.

Several computational aspects are involved on simulations. The incompressible
Navier-Stokes equations along with the transport equation of a scalar model the
problem; hence, the numerical treatment of terms is a considerable and relevant
issue. In this work, we sought a more accurate representation of material deriva-
tive. By using a lagrangian interpretation of movement, we implemented a scheme
that reduces the error propagation due to discretization. This work presents clear

improvements on the numerical scheme previously developed in our group.
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Capitulo 1

Introducao

Os estudos sobre estabilidade linear em células eletroquimicas atinentes ao Depar-
tamento de Engenharia Metaltrgica e de Materiais da COPPE/UFRJ abrem ca-
minhos para a compreensao de fené6menos que ocorrem em sistemas dinamicos de
potencial interesse para a area de Eletroquimica Aplicada. Tais sistemas apresentam
caracteristicas peculiares que necessitam de uma investigacao mais aprofundada que
explique comportamentos observados nas atividades experimentais do grupo. Este
trabalho concentra-se em estabelecer resultados que proporcionem melhor entendi-
mento desses fendomenos pelo ponto de vista de novas ferramentas, principalmente as
de cunho computacional, que ousam adquirir novas respostas através de incrementos
proveitosos, conduzidos pela simulagao numérica.

A célula eletroquimica que analisaremos é um sistema constituido basicamente
por trés eletrodos: um eletrodo central de trabalho, em formato cilindrico com
didmetro de 5 mm, feito de ferro e revestido por uma resina de 2,5 mm de espessura
que nao cobre totalmente sua superficie inferior; um eletrodo de referéncia e um
contra-eletrodo. O esquema da célula eletroquimica pode ser visto pela Fig. .

O eletrodo de trabalho é acoplado a um motor ajustavel que o faz girar com
velocidades angulares desejadas; o contra-eletrodo constitui-se de uma malha que
preenche toda a parede lateral da célula a fim de garantir a uniformidade da dis-
tribuicao do potencial em seu interior, ja que a corrente elétrica escapa pela se¢ao
circular inferior do eletrodo de ferro nao atingida pela resina. Consideramos que o
eletrodo de trabalho estd mergulhado em uma solucao 1M de H2SOy.

Durante experimentos do processo de eletrodissolucao do eletrodo, Barcia et
al. [I] puderam encontrar curvas de polarizagdo apresentando trés regides distin-
tas, como se pode observar na Fig. . Na primeira regiao, constata-se que
a corrente elétrica que flui pelo eletrodo cresce quase linearmente a sobretensao
aplicada ao mesmo, sendo dependente desta e do processo de eletrodissolucao. A
segunda regiao ¢ caracterizada pelo nascimento de um patamar de corrente, quando

h&d um aumento da sobretensao. Neste momento, a corrente depende nao somente



da sobretensao, mas também do campo hidrodindmico. Na terceira regidao, onde
o patamar de corrente estd perfeitamente desenvolvido, o campo hidrodindmico
passa a ser a unica variavel da qual a corrente depende. O grafico mostra que
quanto maior é a velocidade angular {2 imposta ao eletrodo, maior é o patamar de
corrente que se estabelece. A propor¢ao que se continua aumentando a sobreten-
sao, uma oscilacao de corrente se exibe durante um certo intervalo e se dissipa em
seguida, quando a curva retorna a configuragdo anterior ao evento. No final do
prolongamento do patamar, uma nova instabilidade surge. Esta segunda instabili-
dade esta ligada a impedancia do aparelho motor e ocorre quando a superficie do
eletrodo sofre uma transi¢ao, bloqueando a passagem da corrente. Por outro lado,

a primeira instabilidade correlaciona-se ao sistema e é esta a razao das pesquisas.

Por assemelhar-se a

Potenciostato

um pequeno disco, a su-
perficie do eletrodo em
contato com o eletrélito,

incrementada com a atu-

[~~~ Eletrodo de Refer®ncia

acao do campo hidro- (He/H.5O/KCh)

dindmico sobre sua vi- ™ Etetrodo de Trabalho (Fe) (b)
zinhanca, idealizam um s stQ:j\ Contra—elotrodo

esquema que se com- (a)

para ao problema cléssico Figura 1.1: Célula eletroquimica e o eletrodo de disco

do escoamento sobre um rotatério em (a) e a curva de polarizacio tipica, com as
disco rotatério infinito es- trés regides, mostrada em (b).

tudado por von Karman

[2], o qual, trabalhando com as equagoes de Navier-Stokes, obteve solugdes analiticas
para o campo hidrodindmico nas proximidades do disco. Devido a esse intercambio
que ocorre entre o problema abordado por von Karméan e o do eletrodo giratério,
valiosas contribuigoes cientificas vém sendo feitas no que diz respeito ao estudo de
escoamentos dessa natureza.

A solucao de von Karméan para o problema do disco estd estampada na Fig.
, onde se podem ver os perfis do campo hidrodinamico convenientemente repre-
sentados pela adoc¢ao das coordenadas cilindricas. O fluido escoa sobre o disco com
uma velocidade axial. Por causa dos efeitos viscosos préoximos a superficie, o flu-
ido tem sua velocidade axial diminuida e comeca a ser expelido para longe do eixo
pelas velocidades nas diregoes axial e azimutal ali submetidas, cujas intensidades
sao governadas pela velocidade angular do disco. Pela equagao da continuidade,
o fluido perdido por vazao na superficie deve ser reposto pelo fluxo continuo que

vem de cima. Tais concordancias implicam a existéncia de uma camada limite nas



proximidades do disco.
O campo hidrodinamico formado dentro da camada limite tem a sua estabi-

lidade afetada consoante a variacdo do numero de Reynolds, que, apés um valor
1/2

critico, anima instabilidades. Este ntiimero é definido por R = r > ,onde r é
a coordenada radial, 2 a velocidade angular do disco e v a viscosidade do fluido.
Smith [3], em 1946, ini-
ciou estudos sobre a es-
tabilidade da solucao de
von Karman e concluiu
que as instabilidades en-
contradas geravam certas

estruturas na forma de

espirais periodicas seme-
lhantes as vistas na Fig.

(1.3). Além de espirais,

Figura 1.2: Fluxo sobre um disco rotatério: solucao de padrdes com circunferén-
von Karman para o campo hidrodinamico.

clas, segmentos, rosiceas
com certos nimeros de pé-
talas, ou até ligeiras combinagoes desses padroes, procediam. Mais tarde, Gregory,
Stuart e Walker [4] apresentaram resultados sobre perturbagoes no formato de espi-
rais periddicas, entretanto sem levar em consideracao os efeitos viscosos. As espirais
manifestavam-se em nimeros de Reynolds maiores ou iguais a R = 430. Durante a
década de 1980, Malik [5] atentou para a agao dos efeitos viscosos no problema de von
Karman, obtendo a primeira curva de estabilidade neutra do campo para uma classe
de perturbacoes que giravam com a mesma velocidade angular do disco. Na década
de 1990, Faller [6] e Lingwood [7] estudaram a classe de perturbagoes que giravam
com velocidade diferente da do disco. No final da década de 1990, Turkylmazoglu
et al. [8] abordaram o problema do disco rotatério pela vertente de escoamentos

compressiveis. A evolucao historica de estudos relacionados ao problema do disco



Figura 1.3: Padroes das estruturas gerados pela instabilidade do campo hidrodina-
mico.

rotatério condiz com os soberanos esforgos da pesquisa em células eletroquimicas
[9]. O processo de dissolucao do eletrodo faz emergir uma fina camada limite que,
qualitativamente, atrai similaridades com respeito a solug¢ao generalizada do pro-
blema de von Karman. Um aprofundamento histérico sobre os estudos dos fluxos
de von Karman, bem como a explanacao de seus problemas classicos: de um disco
rotatorio; de dois discos rotatérios; suas respectivas solugoes numéricas e evocagao
de teoremas de existéncia de solugoes podem ser acompanhados pelo trabalho de
Zandbergen e Dijkstra [10], os quais perfizeram a trajetéria dessa linha de pesquisa
de forma bastante detalhada. Inclusive, no trabalho deles, citam aspectos da estabi-
lidade das solugoes, fato que muito nos interessa. Estudo complementar a respeito
das solucoes de von Karman pode ser realizado com o auxilio de [I1].

Atualmente, em seu d&mbito de aplicagdo, Pontes et al. [12] e Mangiavacchi et al.
[13] vém abordando o problema do campo hidrodindmico sobre um disco rotatdrio
acoplado ao campo escalar de uma espécie quimica considerando a viscosidade do
eletrdlito dependente da coordenada axial. Dos Anjos [14], empregando codigos
formulados por Elementos Finitos, obteve resultados numéricos satisfatérios para o
estado estaciondario. Por ele, foram estudadas trés configuracoes distintas: eletrélito
com viscosidade constante; eletrélito com viscosidade dependente da coordenada
axial e eletrélito com viscosidade dependente da concentracao da espécie quimica.
Os efeitos da viscosidade em eletrélitos podem também ser encontrados no trabalho
de Esteves [15]. Do exposto, a tendéncia para continuar o uso de Elementos Finitos
em busca de outros resultados foge a mera adequacao e nos induz a novas experi-
mentagoes. Tendo o trabalho de dos Anjos [14] como substancial referéncia, pene-
traremos no estudo da estabilidade hidrodindmica em células eletroquimicas anali-
sando possiveis respostas do campo perturbado. Os elementos histérico-cientificos
referidos fixam a importancia da pesquisa proposta.

O texto da dissertagdo organiza-se na seguinte forma: no Cap. [2], discorremos

sobre as equagdes governantes da Mecanica dos Fluidos, apontando os principios que



encabecam os Fenomenos de Transporte aqui utilizados, a saber: Conservagao da
Massa, Conservacgao da Quantidade de Movimento e Conservacao de uma Espécie
Quimica. Em sucessao, seguem as equacoes de Navier-Stokes e adendos especiais.

O Cap. estd munido de informacoes referentes ao Método dos Elementos
Finitos, onde falamos a respeito de sua implementacdo na pesquisa cientifica, seu
desenvolvimento histérico e, por sua vez, discutimos alguns temas relacionados a
problemas de valor de contorno, tais como principios variacionais e o Método de
Galerkin.

Um de nossos objetos de pesquisa, bem como suas particularidades, sao assunto
do Cap. [4, no qual discutimos o método Semi-Lagrangeano e a abordagem por nés
tomada.

O Cap. em que se proclama a andalise de estabilidade do campo hidrodina-
mico acoplado apés a insercao de pequenas perturbagcoes pelo método dos elementos
finitos, torna-se o outro objeto de pesquisa. Neste capitulo, registramos algumas
simulagoes computacionais obtidas para o disco com o fluxo perturbado.

Por fim, no Cap. [0] inserimos os testes suficientes para validar o novo esquema
para o método Semi-Lagrangeano.

Um apéndice foi anexado ao trabalho, no qual se encontra material teérico suple-
mentar: defini¢oes e teoremas classicos, mais alguns topicos assessorios da Mecanica
dos Fluidos que ajudam a introduzir o conhecimento de temas que se relacionam

neste trabalho.



Capitulo 2
Equacoes Governantes

Em Mecanica dos Fluidos, existem algumas equagoes que sao inquestionavelmente
essenciais para descrever o comportamento dos fluidos em um meio continuo [I1].
Tais equagoes sao regidas por principios de conservacao, onde, na maioria deles, a
velocidade se insere para desempenhar o papel mais importante, pois é a grandeza
responsavel por estimular trajetérias e dar vitalidade aos movimentos das particu-
las de um fluido. A seguir, introduziremos brevemente algumas dessas equagoes

enunciando os principios que as apoiam.

2.1 Conservacao da Massa

Em um meio continuo, usamos o termo corpo para designar qualquer porcao limitada
ocupada do espaco. Um corpo tem a propriedade de possuir massa, que por ele se
distribui totalmente. A integral do campo escalar massa especifica definida nesse
corpo determina sua massa. Isto é, se B é um corpo, m a sua massa e p; a sua

massa especifica associada no tempo, escrevemos:

7MB):Léde (2.1)

Salvo conceitos pormenores, é comum nomear B um volume de controle. Isto
posto, prosseguimos ao entendimento de conservacao da massa. Sejam 0B o con-
torno de B, n um vetor unitario normal ao contorno apontando para fora e v a
velocidade com a qual o fluido se movimenta. Pelo Teorema da Divergéncia, ou de

Gauss:

/ div (pv)dV = pv-ndA. (2.2)
B

0B

Para cada ponto x € B num instante ¢ particular, definimos:



/. aatp(x,t) v = ;i | pxyav. (23)

O uso combinado das Egs. (2.2) e (2.3)) enuncia o Principio da Conservagdio da

Massa para um volume de controle:

S o tydv = — [ plxtivie 1) nix) daA (2.4)

Uma vez que n é o vetor unitario normal apontando para fora do contorno de
B, pv - n representa o fluxo liquido de massa que sai do volume de controle. Assim,
(2.4) declara que a taza de acumulagio de massa em B € igual, em mddulo, ao fluzo

liquido de massa que escoa para fora atravessando seu contorno.

Além disso, usando as Eqgs. (2.2)), (2.3) e (2.4)), é possivel deduzir que

gf + divpv =0, (2.5)

conhecida como Equacao da Continuidade.
Usando a identidade vetorial divpv =v-Vp+ pdivv, (2.5) assume a forma

0
af§+v-Vp+pdivv:O. (2.6)

Nsd
Relembremos aqui que Vp = Z 8p
i=1Y1
sobre o campo escalar p; nyg € N determina a dimensao do campo, ou espaco.

representa o operador gradiente agindo

Opcionalmente, consideraremos neste trabalho n, = 3, e o espaco vetorial R.
Um caso simplificado da equacao da continuidade ocorre quando o fluido é dito

incompressivel, ou seja, admite-se a hipétese de nao haver variacao de massa especi-

0
9P _ Vp=0ea Eq. 1| é reduzida a:

ot

fica. Com isso,

divv = 0.

2.2 Conservacao da Quantidade de Movimento

Quando um corpo B tende a se movimentar no continuo, podem tanto ocorrer inte-
racoes entre as particulas que o formam, quanto entre o préprio corpo e o ambiente
pelo qual se movimenta. Tais interacoes sao descritas por conjuntos de forcas que
agem interna e externamente sobre o corpo. Por um sistema de forcas agindo em

B, entendemos um par (s, b) de fungoes tais que [16]:
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s: NxX—YV b: X—V.

Chamamos s(n,x,t) para n € N, x € X no tempo t forcas de superficie, en-
quanto b(x,t) sdo denominadas for¢as de corpo. Assim, pensando em B como um

volume de controle, definimos a for¢a f(B,t) agindo em B por:

£(B,1) = /{)Bs(n)dA—l— bdV. (2.7)

By
Assumimos que existem tensoes t agindo em pontos de dB, de modo que o
chamado estado de tensoes em um ponto qualquer p € 0B com vetor unitario

normal n pode ser determinado por um tensor o simétrico da seguinte forma:

011 012 013
on)=| o2 0 o3

013 023 033

Os indices 1,2 e 3 relacionam-se as direcdes costumeiras do R3.

A determinacao do estado de tensdes em um ponto aciona uma discussao que
serd util mais adiante [I7]. Para elucidar o conceito de tensdo, consideremos uma
forca de superficie As agindo sobre um ponto ) € dB. Sem perda de generalidade,
escolhemos o sentido positivo de As como sendo para fora do contorno, tal como
é o sentido do vetor n na Fig. . As é o vetor soma das forcas distribuidas

que agem sobre uma porcao AA de dB. A tensdio média em AA é o vetor AAZ
Se escolhermos uma sucessao de porgoes de area AA;, AA,, ..., de modo que o
ponto () pertenca a cada uma delas e se, por conveniéncia, optarmos por uma
sequencia de inclusoes tal que AA D AA; D AAy D ..., entao ela se encolhera

tendendo a um tunico ponto, que é ). Logo, o vetor tensdao t em () é dado por:

A taxa de acumulagdo de
quantidade de movimento no

volume de controle B pode ser

expressa pela integral:

Figura 2.1: Tensao agindo no ponto ) € 0B. 3
— av.
/55 (v)

A resultante das forcas que agem sobre a superficie de B é dada pela integral:



/6 _o(n)dA,

Se assumirmos que o campo de forgas b é referenciado pelas interagoes do campo

gravitacional g, escrevemos a resultante das forcas agindo no interior de B como:

/ pgdV.
B

Relembrando da se¢ao anterior que existe um fluxo liquido de massa a ser con-
siderado, o fluxo de quantidade de movimento é concebido de forma semelhante pela

integral:

/aB(pV)V -ndA.

Entao, usando as quatro integrais anteriores, declaramos a Fquac¢do da Conser-

vagdo da Quantidade de Movimento:

0
= = — -ndA A : 2.
/Bm(pv) av 8B(pv)v ndA+ aBa(n)d —i—/Bpng (2.8)

Interpretamos o resultado pelo seguinte: a taxa de variagdo, por unidade de
tempo, da quantidade de movimento no interior do volume de controle é numerica-
mente igual ao fluxo liquido de quantidade de movimento que sai do volume, somado
as resultantes das forcas de superficie e internas.

Em virtude de tratarmos o volume de controle B sob aspectos infinitesimais,
é possivel extrair de (2.8) uma forma diferencial valida. Através do teorema da
divergéncia, aplicando-o as duas integrais definidas no contorno 0B expostas no
membro direito de , obtemos a forma integral da quantidade de movimento

completamente definida em B:

/Bgt(pv)dv = —/B div(pv)vdV—i—/B divadV—i—/Bpng.

Agora, dividindo a equagao por dV e organizando os termos, encontramos:

0
a(pv) + div (pv)v = divo + pg. (2.9)

Por outro lado, o termo div (pv)v equivale a forma tensorial div (pv) ® v, de

maneira que, ao manipularmos a expressao, chegamos a identidade:

div (pv) @ v = (pv)Vv + vdiv (pv).

0 0 0
Substituindo-a em 1} e observando que a(pv) = a—?v + p@%f/’ obtemos:



0 o

p(a +v- V)V+V(8t + div (pv)) = divo + pg.

0
Entretanto, pela equacdo da continuidade vista em (2.5)), 8—5 + div(pv) = 0.

Logo, a forma diferencial para a equacao da quantidade de movimento é:

0
p(§+v-V)v: divo + pg. (2.10)
Em Mecénica dos Fluidos, define-se o operador Derivada Material (ou Derivada

D 0
Substancial, ou ainda, Derivada Total) como — + v -V, o qual aparece em

Dt ot

0
2.10). O termo 8—';), por exemplo, encontrado na equagao da continuidade, da a

taxa de variacdo da massa especifica na vizinhanca de uma particula no instante em

que habita um ponto qualquer deste campo escalar, ao passo que o termo v-Vp, da
mesma equacao, dé a taxa de variagao convectiva da massa especifica na vizinhanca
de uma particula ao se mover de um ponto do campo para outro, tendo massa

especifica diferente. Quando o fluxo é estacionario, —-)0t = 0 para qualquer campo

sobre o qual a derivada atua; se for uniforme, v - Vp = 0. Vale sublinhar que o
operador Derivada Material aplica-se a campos escalares, vetoriais ou tensoriais.
A teoria da Mecénica do Continuo demonstra que o tensor o decompoe-se na

soma de outros dois tensores, a saber:

o=—-pl+T. (2.11)

Acima, o escalar p refere-se a pressao e I é o tensor identidade; o tensor 7
relaciona-se as tensoes viscosas.

Do exposto, sob um arranjo mais abrangente, torna-se conveniente escrever:

011 012 013 -p 0 0 711 T12 T13
0= | 012 022 023 = 0 —-p O + | To1 To2 To3 |- (2-12)
013 023 033 0 0 —p T31 T32 T33

Novamente, os subindices 1,2 e 3 referem-se as dire¢oes usuais do R3.

A relagao (2.11)), inserida em ([2.10)), fornece uma nova equacao, a qual, depois

de ser dividida por p toma a forma:

Dv 1 1
— = ——div (pI) + — di :
D ; 1V(p)+p ivr+g
Tendo em vista que div(pI) = Vp, a equacdo anterior é reescrita, para que

finalmente obtenhamos:
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Dv 1 1
— =—-V —di . 2.13
D ) p+p ivr +g (2.13)

2.3 Conservacao de uma Espécie Quimica

Alguns sistemas sao formados por equagoes de reacao-difusao para descreverem feno-
menos fisico-quimicos que neles ocorrem. Por essas equacoes, interpretamos como
certas espécies quimicas interagem entre si. Nao obstante, para simples entendi-
mento, consideremos uma espécie quimica, digamos . A massa m,, desta espécie
quimica distribui-se por um volume infinitesimal dV' formando uma concentragao,
que denominamos . Pensando em fluidos e usando o volume B como base para as
defini¢oes das integrais, inferimos o principio da conservacao de uma espécie quimica

presente em um fluido que escoa por B pelo seguinte [I§]:

—dV— / J,- ndA+/f

Isto é, a taza de acumulacdo da espécie ¢ em B deve ser igual ao fluzo J, liquido
da espécie para dentro do volume, acrescido da cinética de formagdo ou consumo da
espécie.

Acima, o termo f(C) representa a cinética e, daqui em diante, trabalharemos com
a hipotese de que ele seja nulo, isto €, a de nao haver acréscimos nem decréscimos de
concentragao por causa de reagoes quimicas. Por conseguinte, apliquemos o Teorema
da Divergéncia na integral de superficie para obter:

o

[ AV = /BdivadV,

a qual, dividida por dV e organizada convenientemente, empreende:

N
a + le JQO = 0
Por intermédio da 1¢ Lei de Fick, escrevemos J, = —kV1) e a equacao anterior
retorna:
o
— kVZ%) =0, 2.14
AR (214)

posto que divV = V2, ou seja, o operador Laplaciano. r é um coeficiente de difusdo.
No entanto, sob regime nao-estacionario, a presenca de um termo convectivo na
Eq. (2.14) é essencial para que o processo difusivo seja completamente descrito.

Dessa maneira, reescrevemos a equagao como [19]:
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aasz +v -V — sV =0, (2.15)

onde v é um vetor de velocidade conhecido que coordena a variacao convectiva de
concentragao da espécie quimica. Entao, conforme explicagoes dadas posteriormente
a Eq. (2.10), a equagao anterior assume a forma:

Dy

-7 _ 2 2.1
Ds kV Y, (2.16)

que modela o processo difusivo da espécie quimica.

2.4 Uma Relacao Constitutiva: Fluidos Newtoni-

anos

Na secao incitamos uma breve discussao sobre tensoes que agiam sobre uma
superficie 0B de um corpo B. Nesta secdo, definiremos o que sao tensoes de cisa-
lhamento.

As tensoes de cisalhamento sdo originadas por forgas tangentes que agem sobre
uma parte infinitesimal da superficie de um corpo quando este, em decorréncia do
movimento, sente as influéncias do ambiente pelo qual viaja.

E comum representar as tensoes de cisalhamento por 7;j, onde os indices ¢,
referem-se as direcoes x, y e z do espago tridimensional. Para um volume infinitesimal
neste espaco, o esbogo colocado a direita na Fig. ¢ suficiente para compreender
a acao das tensoes de cisalhamento. Por exemplo, 7,, ¢ a tensao de cisalhamento
agindo na diregao x e sobre a face y (plano perpendicular ao €ixo y) € T,y14y € outra
tensao de cisalhamento com caracteristicas similares atuando, porém, na face y + dy
paralela a face y. 7; s@o tensdes normais e portanto, nao sao consideradas tensoes
de cisalhamento.

Todo fluido tem a caracteristica inerente de nao resistir a acdo das tensoes de
cisalhamento. Por exemplo, se considerarmos um fluido escoando sobre uma placa
plana infinita, um elemento de fluido dV' muito pequeno que viaje préximo a placa
com uma velocidade v = v, (y)1 sofrerd fric¢oes tanto da placa, quanto da camada
de fluido logo acima daquela em que se encontra, desde que a distancia entre essas
duas camadas tenda a zero. Vide Fig. . A influéncia da velocidade permite-nos
estabelecer que a tensao de cisalhamento é, portanto, dada pela razao entre a forca
exercida pela placa (ou pela camada instantaneamente superior) sobre o elemento
de fluido e a drea de contato do elemento com a placa (ou com a camada) e tem a
unidade de for¢a / drea.

Quando as tensoes de cisalhamento obedecem a uma relacdo constitutiva tal

12
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dV=dxdydz

Figura 2.2: Fluido escoando sobre uma placa plana com velocidade v = v,(y)i. Em
destaque, um elemento de fluido com volume dV préximo a placa sofrendo a acgao
das tensoes de cisalhamento.

CcOomo

diz-se que o fluido é Newtoniano.

A constante p é denominada wviscosidade dindmica do fluido.

Durante o movimento de um fluido Newtoniano, a deformacao do elemento de
fluido é provocada pela acao contigua do gradiente de velocidade e acontece de forma
linear. Independentemente de o escoamento de um fluido Newtoniano ser uni, bi ou
tridimensional, para que seja invariante, ou seja, preserve sua deformagao linear em

qualquer sistema de referéncia, sua lei constitutiva deve ser dada por:

C[L] = 2uD, (2.17)
onde,
L=Vv (2.18)
(§]
D= ;(VV + Vvh). (2.19)

C é uma funcao linear de resposta do observador que descreve a acao do gradiente
durante o movimento do fluido e que se relaciona com o tensor de tensoes o da Eq.
(12.12).

Em se tratando de escoamentos incompressiveis, trC[L] = divv = 0 e é pos-
sivel mostrar que as componentes do tensor de tensdes 7 = [7;], com i,j = z,y, z
relacionam-se com as componentes do gradiente. Particularmente, para um escoa-

mento bidimensional, pode-se mostrar que:
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B Ov, ~ Ov,
2.5 As Equacoes de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes apresentam-se tenazmente em muitos modelos da
Mecanica dos Fluidos que se aplicam para varias dimensoes. Assim, quando muitos
autores escrevem "A equacao de Navier-Stokes", na verdade, deixam implicitas as
possibilidades de se trabalhar com uma delas, com duas, ou com trés, conforme a
dimensao de aplicabilidade. Este esmero comentario tem a simples finalidade de
elucidar o uso plural no titulo da secdo. A par desta informacgdo momentanea,
explicamos adiante como sao obtidas estas equagoes.

As equagoes de Navier-Stokes sao obtidas quando escrevemos o tensor de tensoes
7 da Eq. utilizando a relagdo constitutiva para fluidos Newtonianos.
Grosseiramente dizendo, as equagoes de Navier-Stokes resultam da equacao da quan-

tidade de movimento com a hipdtese de o fluido ser Newtoniano. Isto é, substituindo

a relagao dada por (2.17) em (2.13)), com o uso de (2.18) e (2.19)), escrevemos:

Dv 1 0
— =—-Vp+~div(L+ LT =
D ; p+p iv(L+L")+g

D 1
D = Vet L div(Tv TV g =

D 1

ﬁz =~ Vs Zdiv(vV) + Zdiv(VVT) +g =
Dv 1 o

v 2 24 .

o pr—i— p iv(Vv)+g

Usamos a identidade div (Vv') = V(divv) = 0 para a obter a tltima igualdade,
ja que consideramos a hipdétese divv = 0, de incompressibilidade. Entao, fazendo

v = H, escrevendo div (Vv) = V?v e apelando para a notacao de indices, chegamos

a forma final para as equacoes de Navier-Stokes:

DUZ‘ 6vi a’Ui 1 ap
Dt ot Oz, p Ox;

+v Vv + gi. (2.20)

O coeficiente v é denominado viscosidade cinemadtica do fluido.
Consoante ao que foi dito no preambulo da secao, podemos expandir ([2.20))

obtendo para as direcoes x, y e z do espago, respectivamente:

8vz+vﬁvm+vﬁvw B _l@ij 820x+82vz+82vx N (2.21)
ox Y oy 0z poz ox?  Oy? 022 o A&

0V, N
Uy
ot
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v, v, v, dv,  10p v, v, 0%,

ot t s Ox oy dy %o, T p Oy gy + Oy? + 022 toy (2:22)
e

Ov- +v ov +v v +v Qv _ _10p v O v + Pv. + v + (2.23)

ot * Ox Y oy 0z pOz ox? Oy 022 Fo 1%

Além da representacao em coordenadas cartesianas, as Eqs. (2.21)), (2.22) e
(2.23) podem ser escritas em coordenadas cilindricas, as quais nos serdo extensi-
vamente uteis futuramente. Neste novo sistema, de coordenadas (7,0, z), temos,

respectivamente:

ov,. o, vpdv, v} ov, 10p

ot +UT87’+780 rH’Zaz_ p or
2 2
V(a (ig(rvr)> L0 20w 0 U’”) + g, (2.24)

or 2002 1200 ' 922
Ovg Ovg  vgO0vg  v,Vp Ovg B i@
o Uor T e T T T ot
0 (10 1 0%v9 2 0v, O%vy
v (87“ <rar(”}9)> T Tran T az2> T (2.25)

ov, Oov,  vg Ov, ov, 10p

o "Uor T a0 "0 T p0s

190 [ Ov, 1 0%v, O,
v (7"(97“ <r ar ) T T o2 ) 9 (2.26)
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Capitulo 3
Método dos Elementos Finitos

Os eventos que compdem o continuo possuem uma riqueza de detalhes demasiada-
mente vasta para ser encapsulada e dominada por um processo generalizado que
careca de ferramentas especificas, bem definidas e capazes para descrevé-los. A ne-
cessidade de tornar o continuo um objeto de tratamento cientifico minucioso deu
origem aos grandes métodos de discretizagao. Uma compreensao simples do que é
discretizacao vem da distingdo matematica entre conjuntos continuos e discretos.
Por sua vez, quando discretizamos um dominio arbitrario, grosseiramente dizendo,
tratamos por partes aquilo que é continuo. Basta imaginar um intervalo de niimeros
reais sendo marcado em determinados pontos. Em simulagoes numéricas, por exem-
plo, o processo de discretizacao se torna uma obrigatoriedade, pois a computagao
de operadores que atuam em um meio continuo é impossivel.

Um grande passo dado pela Engenharia no desenvolvimento dos métodos de dis-
cretizacao foi a implantacao do Método dos Elementos Finitos, cujo nome, inteira-
mente sugestivo, originou-se por especial analogia a decomposi¢ao de um dominio em
pequenas partes, ou pedacgos, que recebem o nome de "elementos'. Por outro lado,
no Apéndice deste trabalho encontra-se uma definicio matematica generalizada de
elemento finito, a qual inibe a classificacao corriqueira associada a formas geométri-
cas especificas, como o caso do tridngulo. Resta deixar claro que a preferéncia por
elementos de forma triangular em aplicacoes deve-se ao fato de eles se adaptarem
melhor a dominios com geometrias complexas [20]. A aplicacdo do método é supor-
tada por uma teoria matemadatica substancial, garantindo assim eximia funcionali-
dade. Este elo indissociavel e cooperativo entre a Matemética e a Engenharia vem
proporcionando o aperfeicoamento de um método que evolui cada vez mais solido e
poderoso. No inicio da década de 1960, o Método dos Elementos Finitos gozou de
grande progresso. Muitos engenheiros e matematicos o aprovam como um objeto de
sucesso estimado. Um lirismo incontestavel a seu respeito diz que tal método é um
procedimento de discretizacao geral de problemas continuos suportado por sentencas

definidas matematicamente. Esta estratégia de raciocinio evidencia um método com-
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putacional com perfil sisteméatico bastante 1til a engenharia moderna.

Nos dias atuais, o nivel elevado da tecnologia e da computagao cientifica consegue
sustentar a veemente demanda ocasionada por complexos modelos matematicos,
cujas equacoes diferenciais que os constroem nunca poderiam ser solucionadas sem o
envolvimento de uma maquina eficiente [21]. Sob esse foco, o Método dos Elementos
Finitos tende a absorver o que é disponibilizado, exigindo o maximo potencial das
ferramentas, ja que, para problemas em grande escala e com alta precisdo, seu uso
¢ profundamente explorado.

Em se tratando de sua aplicacao as equagoes de Navier-Stokes, abundante lite-
ratura pode ser encontrada, cujos autores se destacam no cenario mundial devido a
enorme contribuicao que concederam a ciéncia e, principalmente, ao aperfeicoamento
do método. Material tedrico-matematico, ou mais computacionais e aplicados, ou
ambos, podem ser encontrados, por exemplo, em [22], [23] ou [24], [25].

Nas secoes seguintes, procuraremos desenvolver a formulagdo variacional para as
equagoes que governam o problema da hidrodinamica do disco rotatorio acoplada ao

transporte da espécie quimica e formular as construgoes mateméaticas pertinentes.

3.1 Conceitos Generalizados do MEF

O Método dos Elementos Finitos (MEF) possui algumas caracteristicas peculiares
que o diferencia de outros métodos de discretizagao. Embora estejamos preocupados
em resolver um problema particular em trés dimensoes, o entendimento da teoria
para casos gerais faz-se imprescindivel.

Dado um dominio arbitrario do continuo (area, volume etc.), procuramos resolver
um sistema de equacoes diferenciais sob certas condigoes de contorno.

Abstratamente, devemos encontrar uma funcao u tal que satisfaca o sistema:

Aneq (u)

onde A; sdo equagoes diferenciais sob certas condi¢oes de contorno B tais que:

Bl(U)
B -] W

By, (u)

Urge enfatizar que u pode representar uma quantidade escalar ou um vetor de
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varias variaveis.

Consideremos um conjunto aberto 2 C R"s¢  onde nyy ¢ a dimensao do espaco.
Seja I' 0 seu contorno e definamos o fecho de € por 2 = QUT. A discretizacao pelo
MEF consiste em dividir 2 de modo que:

el

Q= ¢ QNY=0 Vij

e=1
Acima, €2¢ representa um elemento e n. o nimero de elementos que compdem
a malha computacional. Por sua vez, para cada elemento, definimos um contorno
por I'*. A Fig. abaixo mostra um dominio arbitrario no espaco R? e como
é feito o processo de discretizacao por elementos finitos. O sistema A de equagoes
diferenciais é resolvido nas dependéncias de 2, enquanto o sistema B, composto

pelas condic¢oes de contorno, é avaliado em TI'.

y

Figura 3.1: Dominio arbitrario em R? sendo discretizado por elementos finitos.

3.2 Formulacao Variacional e Método de Galerkin

Formulacoes variacionais estao intimamente ligadas a problemas de valor de con-
torno. Num sentido classico, tém a ver com a minimizac¢ao de funcionais quadrati-
cos [26]. No contexto do MEF, formulagoes variacionais sugerem uma base poderosa
na busca por aproximagoes de fungoes que resolvem problemas praticos, como é o

caso da func¢do u vista na se¢ao anterior. Serd entendido posteriormente que uma
Nnp

aproximacao para u é dada por u® = ZciNi, onde os ¢; sao parametros a serem de-
i=1

terminados para se alcancar um bom ajuste da fun¢do aproximada; as IN; sao ditas

fungoes de forma, concebidas de acordo com o elemento utilizado na discretizacao

e com a propria dimensdo do dominio, isto é, as dire¢oes do espago vetorial traba-

lhado. n,, aqui tipifica um nimero representativo da quantidade de nds contidos na

malha e nao serao estritamente associados aos vértices do elemento de discretizagao.
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Adaptando as ideias apresentadas na secao anterior ao nosso contexto real,
preenchemos as posigoes do sistema A com as equagoes diferenciais que modelam o
problema da hidrodinamica do disco rotatério acoplada com a concentracao quimica,
isto é, as equacoes de Navier-Stokes incompressiveis em 3D e a equacao de trans-
porte da espécie quimica. Logo, o sistema comporta, implicitamente, cinco equagoes,

sendo que as duas primeiras sdo escritas na forma vetorial compacta. Assim, temos:

v 1 1 o1
E—FV'VV——;VP—FEVV'(VV—FVV )+Wg
Au) = V-v=0
Jc K )
a—i_v'vc_ReSc c

Os coeficientes Re, Sc e Fr sao os numeros de Reynolds, Schmidt e Froude, res-
pectivamente. Suas funcoes sao explicadas no Apéndice. Daqui em diante, o termo
gravitacional da mesma equacgao serd desprezado pelo fato de nao haver forte in-
cidéncia de forcas externas dessa natureza atuando no problema. v é o campo de
velocidades, ¢ ¢ a concentragao e k o coeficiente de difusao. Detalhes do problema
hidrodindmico sdo melhor explorados no Cap. [3]

Sob esta configuracao, a fungao incégnita u é formatada para um vetor com cinco
variaveis: as velocidades v,,v, e v, (escritas assim em coordenadas cartesianas),

componentes de v, a pressao p e a concentracao c:

u=4q v, (3.1)

A forma fraca, ou variacional, do sistema A (u) é estabelecida multiplicando-se
as equagoes por fungoes convenientemente escolhidas e, em seguida, realizando uma
integragdo. No entanto, antes de irmos a esses passos, procuramos definir o espago
de Sobolev H! em Q por:

ow
HH Q) = {w e L) Iz € LN),i=1,2,...,nuq}
€4
O espaco £2? que utilizamos na definicdo acima é um espaco de Lebesque parti-
cular constituido de todas as fungoes ditas quadrado-integraveis [27] [28]. Portanto,
o espaco funcional H! é formado por todas as funcoes quadrado-integraveis cujas

derivadas primeiras também o sejam. O espaco £2 em €2 é definido por:
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1/2
L2(Q) = {w = Q = R"™| (/ |W|2dQ) < 0
Q

A determinacgao das fungoes de aproximacao sobre o elemento finito é sensivel
a construcao de uma base funcional linearmente indepedente que consiga gerar um
espaco de dimensao finita a partir de um espacgo de dimensao infinita nomeado espaco

das fungoes de teste. Este espaco é um espago de Sobolev dado por:

S :={ueH(Q)|u=upemp};

o segundo, denominado espago das funcoes de peso, é definido por:

V= {wecH(Q)|w=0emIp},

onde up ¢ o valor da condic¢ao de contorno do problema e I'p representa uma escolha
possivel para o contorno, como seré explicado a seguir.

A partir de § e V, devemos procurar um conjunto de fungoes que formardao uma
base para a funcao de aproximacao. A cada uma das chamadas varidveis nodais
localizadas em um ponto especifico do elemento associamos uma funcgao, as ditas
fungoes de forma, as quais sdo as restricbes no dominio elementar da funcao de
aproximagcao percorrida em todo o dominio declarado pelo problema. A dimensao
finita decorre do entendimento de que as variaveis nodais sao um conjunto finito.
Por sua vez, extraimos os espacos S" C S e V' C V. Ambos possuem agora uma
dimensao finita e o pardmetro h além de comensurar, de certa maneira, os graus
de liberdade da malha, relaciona-se com o nivel de discretizacao da mesma, e se
subentende que seja um fator de refinamento [29]. Em sintese, basta observar que
se se aumentar o numero de pontos na malha e, consequentemente, o de elementos,
um nimero maior de fungoes de forma é necessario para cobrir a demanda. Assim,

definimos:

S = {u" e H' (Q)|lu=upemTp}

Vo= {wh = (Wl wh,. . w ) e HY Q) |w" = 0emTp}.

» Pneq

Baseados na hipotese de que o contorno I' de 2, definido na secao anterior, é

suave por partes, podemos escrevé-lo como a uniao:

I'=TpUly,

em que I'p é o tipo de contorno Dirichlet ou de condigoes essenciais, ao passo que
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'y é o tipo de contorno Neumann ou de condi¢oes naturais. Assim, é notorio que a

funcao u assuma valores em I tais que:

ulr, =up
| v Ju
ulr, ;== n-Vu=— =uy
N an )
onde n é um vetor unitario normal a I'y e a derivada ao longo desta dire¢ao ¢ dada
Ju Ju ,
pelo operador — =n;,—, com 1= 1,2,...,ng.
on 8@

A opcao por delimitar o tipo de condi¢des de contorno varia caso a caso e retrata
bem as componentes do sistema B(u), o qual, englobando as condiges de contorno

de nosso problema especifico, pode ser escrito como:

v=vp em I}

B(u)={ p=pr, em I

c=cr, em [y

I';,i = 1,2,3 sao os contornos de valores para velocidade, pressao e concentracao,
respectivamente. A especificacdo concreta para as quantidades sao exploradas no
Cap. [l

Para a concepcao da forma fraca, ou variacional, do problema de valor de con-
torno apreciado, o espaco das func¢oes peso permite a escolha arbitraria de qualquer
funcao a ele pertencente, contanto que a satisfagao dos valores no contorno seja as-
segurada. Desta liberdade para uma escolha “variavel“ das func¢oes decorre o nome
variacional [30]. Deste modo, escolhemos w = (w,, wy, w,) € V para ser o vetor de
funcoes de ponderacao para as velocidades e as fungoes de ponderacao g e r, para
a pressao e concentragao quimica, nesta sequencia. O processo do enfraquecimento
do problema consiste entao de multiplicar as equagoes diferenciais modeladoras do

problema pelas fungoes de ponderacao ja definidas. Logo, seguem:

ov 1 1 T
/Q[at—i—v~Vv+pr—Rer'(vv+vv )]'WdQ—O, (3.2)
/Q[v-v]qu:o (3.3)
¢ B
oc Ve g2 =
/Q[aﬁv Ve 2tV c]rdQ 0. (3.4)

Integrando individualmente os termos da soma em (3.2)) e (3.4)), temos:
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/B:+v vv] wdQ+/[ Vp] -wdQ — /[uv (Vv+ Vv wd =0
(3.5)

/[?}t“LV VC]TdQ /{ReSCVQC]rdﬁzo. (3.6)

O termo convectivo das equagodes acima deve ser tratado como derivada total

para posterior inser¢ao do método Semi-Lagrangeano. Assim, segue:

Dv

A RICEY) va] wd— [ [Rleyv-(VV—l-VvT)

i[5l [ [t

O termo difusivo, de segunda ordem, figurando na equacao de Navier-Stokes é

wdQ=0 (3.7)

v’ c} rdQ = 0. (3.8)

integrado por partes (Teorema de Green) resultando em:

/Q[VV(VV‘FVVT)}wdQ = —/Fn.[yv.(vv_'_va).w} dl’

—|—/Q [I/V (Vv + VVT)] - Vwl dQ, (3.9)

e o da equacao da espécie quimica resulta em:

/Q[V (kVe)]rdQ = / (kVe)|rdl — / [kV¢] - VrT dQ. (3.10)

Por construcao, as fungoes de ponderagao devem ser nulas em todos os pontos do
contorno, logo, as integrais em I" nas Eqgs. e sdo identicamentes iguais a
zero, ja que wlp, =0 e r|p, =0 VI'; onde elas sdo definidas.

Utilizamos a integragdo por partes também no termo que envolve o gradiente de

pressao, chegando a:

/[Vp] wdQ) = / - (pw)]rdl’ — /p [V - w] d. (3.11)

Na equacao anterior, pelas mesmas razoes de construcao da funcao de peso, a integral
avaliada no contorno é identicamente nula.
Apos essas modificagoes, chegamos a um conjunto de novas equacoes que per-

fazem a forma fraca do problema:
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/Qﬁ))ﬂ 'Wdﬂ—;/ﬂp[v-w] d9+1;6/9 (Vv + Vv i wd2 =0 (3.12)

/Q[V-v]qu:o (3.13)

Dc 1 T
/Q [DJ rdQ + Tode /Q [kVc] Vrt dQ = 0. (3.14)

Das Egs. (3.12), (3.13) e (3.14]), as integrais estilizam as seguintes formas bili-

neares:

m(&,w) = /Q[Z;Z] - w dS)
k(v;v,w) = /Q[V(VV-FVVT)} :wd)
9(p,w) = /Qp[VW] df
d(q,v) = /Q[VV]qu
m(gj,r) = /Q

k(k;c,r) = /Q[KJVC]VTTCZQ

A declaracao do problema na forma fraca pode ser feita assim: Devemos encon-
trar solugoes v(x,t) € V C HY(Q), p(x,t) € P C L3Q) e c(x,t) € ¥ C HY(Q)
para velocidade, pressdo e concentragdo, respectivamente, tais que para quaisquer
w EVy, q € Py er € ¥y obtenhamos:

Dv 1
m(ﬁaw) + Ek(yavaw) + g<p7 W) =0
d(g,v) =0
DC 1
m(ﬁar) + RQSCk(H’ C, T‘) - Oa

onde os espacos com subscrito 0 indicam que as fung¢des devem se anular no contorno.

Esta maneira classica de sentenciar um problema é a mesma contida em [31].
Ali, sintética e conclusivamente, 1é-se que o método de Galerkin é a forma fraca
mais 1til, sob o ponto de vista computacional, e é derivada a partir de sucessivas
integracoes por partes das equagoes ponderadas. Se uma forma bilinear a(-,-) for

invocada, entdo esta iguala-se a uma segunda forma, gerenciada por um funcional
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linear [, e declamamos: FEncontre u a partir do conjunto das fungoes admissiveis, ou

de teste, tal que:

a(u,w) =Il(w) Vw e

Tipicamente, na solucao de problemas de valor de contorno, a tnica diferenca
entre o espaco das fungoes de teste e o espago das fungoes de peso sao as condigoes

de contorno impostas. Se, pois,

=T, 4T

é um contorno qualquer, e se impusermos, por exemplo, que u”|p, = u,, entdo

podemos escrever:

S"=V"e {m} Vm e H';m|r, = u, (3.15)

com o sobrescrito h ja indicando a utilizagao dos subespagos de aproximacao contidos
em S e em V, cujas dimensoes sao finitas.
Da Eq. (3.12) depreendem-se trés equagoes na forma variacional para cada

diregao do espago tridimensional. Considerando v = (v, vy, v,), escrevemos:

/ % dQ—l 0w, dQ—|—1/ 6vxawm+8vx8wx+8v$8wx+
o Dt * p A Re Jo" | 0z 0z dy Oy 0z 0z
Ovg, Ow, — Ovy Ow, ~ Ov, Ow, B
+%8x %8y+8x 821(19_0 (3.16)
Du, 1 ow 1 ov, Ow ov, Ow v, Ow
PV d— = [ %% g0 2 vy 0wy | OUy OWy | Oty OWy
o Dt Y p Qpﬁy +Re/QV[(9x 8x+8y 8y+8z 0z
0v, Ow,  Ov, Ow,  Ov, Ow,
et Tt it — 1 dO = 1
+8y 8x+ay dy dy 0z 0 (3.17)
D, 1 ow, 1 ov, Ow, Ov, 0w, Jv, 0w,
it 0_ - 0+
/Qthzd pgp&zd +Re/§zl/[8x 8x+8y 8y+8z 82+
0v, Ow,  Ov, dw,  Ov, dw, B
* et ey T o aZ]dQ_o. (3.18)

A equacao da continuidade na forma variacional expandida pode ser escrita como:

ov,  Ov,  Ov, B
/Qlﬁer@er@z]qu_o' (319)
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Por fim, a equacao da espécie quimica admite a forma:

o dQ — 24| rdQ =o0. (3.20)

De o 1_ [, [oc0r , dcor  ocor
o Dt ReScJa |0x0x Oydy 020z

O método de Galerkin semidiscreto é utilizado para encontrar as fungoes de
aproximacao, onde se trabalha com a hipodtese de existirem combinacoes lineares
de fungdes onde os coeficientes multiplicando as fungoes de forma sdo dependentes
do tempo, ao passo que as fungoes em si sao dependentes apenas das coordendas
espaciais. Na verdade, a identificacdo semidiscreta decorre do método de discretiza-
¢ao parcial, onde o tempo é a varidvel de importancia [32]. Definindo os indices
NV, NP e NC como os numeros de nos de velocidade, pressao e concentracao,
respectivamente, pelos quais se identificam os graus de liberdade no elemento de
malha, os valores das varidveis incégnitas em cada ponto no interior do elemento

sao aproximados por:

uz(x,t) ~ ; w; () N;(x)

NV

uy(x,t) ~ > v(t)N;(x)

=1

uy(x,t) =~ ; w; (1) N;(x)

p(x,t) =~ ;pi(t)Pi(X)

NC
c(x,t) = Y at)Ci(x).
i=1
Como pode ser observado, cada um dos coeficientes {u, v, w, p, c¢}; nas séries acima
sdo dependentes do tempo t, ao passo que as fungdes de forma {N, P,C}; para
velocidade, pressao e concentracao, respectivamente, sao assumidas a dependerem
da posigao x. Detalhes sobre as fungdes de forma podem ser encontrados em [32].
Basicamente, as func¢des de forma assumem valores unitdrios em seus respectivos
nos de construgao. Veremos posteriormente que o elemento tetraédrico MINI, que
utilizamos para discretizar o dominio do problema possui cinco pontos de avaliacao
para a velocidade, por exemplo. Ou seja NV = 5 para este elemento.
O método de Galerkin consiste em escolher as funcoes de peso iguais as fungoes
de forma. Este talvez seja o método de residuo ponderado mais popular, porque
possui a vantagem de gerar matrizes simétricas. Com isso, as fungoes w,, wy, w, sao

substituidas pelas funcoes de forma N;, j=1,...,NV.
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Nnp

Lembramos do inicio da secdo que escrevéramos u" = anNa para representar
a=1
a funcao de aproximagcao para a funcao u daquele sistema de equagoes. Tendo em

vista que u fora estipulada pela Eq. , vemos que, a despeito do parametro h, u®
estd bem coerente com as aproximagoes em e posteriores, em que ¢, torna-se
um vetor representativo. Usando as informacgoes que alocamos neste paragrafo e no
anterior, lembrando que a integral das equagoes de governo do problema avaliada
no dominio global pode ser escrita como a soma das integrais definidas no dominio
elementar, as Eqgs. (3.16]), (3.17)), (3.18]), (3.19) e (3.20]) sdo reescritas como:

NN dQ)* +

nel{ NV NV Du.;
%

22D

=14=1

/ lNVNV< ON; ON; ON; ON;

2.2 \wig, oy T oy

i=1j=1
8N ON; S ON; ON; L ON; ON; L ON; ON; JOE—
Yoy 0z " "or oz " Oxr Oy " O0r Oz

/ NVNP 8N

oLy dQe} =0 (3.21)

11]1

NV NV Du;
7

ATt

i=1j5=1

. X [ ON;ON; ON,; N,
Dy iy A+ / [ZZ< Or Ox v "oy Oy

i=175=1

8N ON; o ON; ON; . ON; ON; o ON; ON; JO°
Yoz 0z 'Oy Ox Oy Oy "oy 0z

/ NVNPaN

p]P dQe} -0 (3.22)

11]1

nez NVNV D KX [ ON; ON; ON; ON;
NN dQ° + — bty
{/ P / [;;( "or Ox dy 0y
8]\7 ON; o ON; ON; L ON; ON; o ON; ON; 2O
s, oz "0z Ox "0z Oy "0z 0z

_7/ NVNPaN

Notemos que pelo fato de a equacao da continuidade estar fortemente ligada a

= piP) dQe} = 0. (3.23)

’Lljl

pressao, em vista do acoplamento desta grandeza a velocidade na formulacao do
problema, a fungao ¢ sera assumida como sendo o somatoério das mesmas fungoes de
forma utilizadas na aproximacao da pressao. Tanto para a equacao da continuidade
quanto para a da concentragdo, o numero de noés de avaliacdo para os graus de

liberdade no elemento tetraédrico MINI sao iguais, isto ¢, NP = NC. Entao, as
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Egs. (3.19) e (3.20) podem ser escritas, respectivamente, como

nel

NV AR ON; ON; ON; .
l/ 2;( +Ufay +wiaz>deQ] (3.24)
€
Nel NC NC
zl/ >y P, dQ"’]
e=1 i=17=1

nel NC NC o0C; 0C; 0C; 0C; 0C; 0C; .
s LSS (S o o) ] o o

A fim de facilitar a visualizacao da forma matricial, as Eqs. (3.21)), (3.22), (3.23))
(3.24) e (3.25)) assumem, nesta sequencia, as formas:

iﬂ/iﬁNNmﬂmﬂ

Pt oy 0Oy 0z 0z

1 "el WAV ON; ON;  ON; ON;  ON; ON; J1 .
lﬂzm<ww o a0 )

nel NVNV
1 [ ON; aNJ dQeH 61_’_
Pt or 0Oy
1 ”El NVNV(?N ON;
0° el __
DR 10

Nel

i; [/ Sy aNP dQe] l ] —[0] (3.26)

1=1j5=1

Nel NV NV D e
N;N; dQ)° .
;V;; |5 )
1 "el WY ON;ON;  ON;ON; ON,; ON,
e Qe 6
[/V;;< Jy Oy + or Ox + 0z 8z>d 1[ ]—i_
I S ALY H ]
dQe 6 +
Z [/ 1= 1] 1 ay O
L[ AR aN oy, H 1
dQ)°© —
; [/ 1j 1 0y Oz
Nel NVNP
—;Z[/ aNPdQ@H ] 0] (3.27)
e=1 i=1j=1
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nel [ NV NV ] DwZ ]

Y NN A ||

21]1

1 "el L Nj ON; ON;  ON; ON;
e dQe 6
[/eyz ( 0z 83: 0x+8y 8y> ][ ]+

>
i=1j5=1
el
Re

1 NNV 9N, 0N, H 1
dQé 6+

[ le 1 aZ l’
L AMoNoN; H ]
V; —

s bR

—;nZ:l/ NZVNZP%NPdQeH ] —[0] (3.28)

i=1j

S x e e

i=1j=1

LS5 @]
+ZU ijipmj dQH e]=[0] (3:29)
[/eigoo dQEHDC%]
ReSc l/ NZI %i aaC] dQeHe}
ReSc l/ 5 %(; aac Hcf%
ReSc [ ) NCINCI %i aac;] dQe}H = [0]. (3.30)

Das Egs. (3.26)-(3.30), fazemos uma correspondéncia a partir de seus termos em
nivel de elemento para obter o seguinte sistema de equacgoes diferenciais ordindrias

também em nivel de elemento (notemos o sobrescrito e em cada matriz e vetor):
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. €

o { (2K + K ypigy + Foapiy) U+ Kyanv® + Ko ® ) — ghanp” =0
{(2key{w} RSy T Ko ) 0 F Byt + K0 — gnp” =0

{(kaz{w} K agigy + Koy ) W F K + kS v® ) = 95ppp” =0

ofinpt” + dyap V" + dgpw” =0

. 1
mg{ij}ce + ReSc (k:gzx{z]} + k:gyy{ij} + kcezz{ij}> = 07
(3.31)
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onde
Mofijy =
Mgy =

wiis) =

ﬂeﬂy{ij} -

yalif) =

salify =

Jalijy =

9oty =

i) =

Megijy =

e J—
cyylig} —

P =

Uma vez que as matrizes e vetores em nivel de elemento estejam construidas, o
operador de montagem, também conhecido como assembly é aplicado sobre cada um

dos termos elementares para construir as matrizes e vetores que formarao o sistema

/ SOS NN, dQ

NV NV ‘|
i=1j5=1

/ S°S NN, dos

i=1j5=1

NV NV ]

NVNVaN aN
= 1] 1 83/ ay
NVNVaN aN
L /82 =1 j=1 Oz 8y_
NV N, 0N
Ve
/e Pt dy 8x
NVNVaN 8N
=1 j5=1 0z
NVNPaN
i=1j=1 Ox

NV NP aN

2.2 5,

/QE
/ez 15=1
NP NV

/mzza

=1 j5=1

e

——P;dQ°

ON; dQe-

/QEZZ(J(J 40

=1 j=1

/ NC NC 80 acv
Kje

NC NC ‘|

zl]lay ay

DU2
Dt

e Dwge

Du1
| Dt

-le

Duny
Dt

Dwyy

Dt Dt

| Dt
e 1T

UNV]

]T

(DS p5 - Pivp

) dQe

r

|

"

Nel

global. Este operador é dado por: .Al Assim, obtemos:
e=
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My iy =

walif}y =

S {ijy =

Kestisy =
yeli} =
wli) =
Iylisy =
2(ij) =
i) =

‘

cxx{ij} —

e
czz{ij}
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>
::/e
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[ s
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/QEZZNN 4o
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3
e,

_ € o e
My = A My My = A My,
TNej e Nej e
M, = A m. g Ko = A Kpfijy
Ne e Ne e
Kyy = A Ky K., = Ak
Nej e Nej e
Ky = A ki) K = A KL ij)
Nej e Nej e
Ky = A Fyotijy Ky, = Ak
TNej e Nej e
Ko = A Koy Koy = AR,
Tel e Nel e
Gx = A Joij) Gy = A 9yi)
Nej e Nej e
G, = A gl D, = A d; g
TNej e Nej e
Dy, = Ad,; D, = A g
Ne e Nel e
Me = A Mefij) Koo = A Keaafif)
Nej e Nej e
Keyy = A Keyy(is Kews = A Kezatij)
Nel Nej
u= AU v= A"
e=1 e=1
Te Ne
W= w* u= u®
e=1 e=1
Nel Nej
v=Av° w= A w°
e=1 e=1
Nej Nej
p= p° c = cc. (3.33)
e=1 e=1

Deste modo, uma forma final para o sistema matricial dado por elementos finitos

para o problema em questao é dada por:

1
Ma+ —Ka—-Gp = 0
Re
Da = 0
1
M.+ ——K.c = 0, 3.34
€+ ReSec ¢ ( )

com
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M, 0 0 Kx Ki K
M=| 0 M, 0 K=|K,, Ky K,
0 0 MZ sz sz KZ
Kx = 2K + Kyy + K, Ky = Kyx + 2I<yy + K,
Kz = Kix + Kyy + 2K,
- G.
G=|G, D=|D, Dy D, |
(S Gz
‘M. 0 0 (Kex 00O
Me=| 0 M, 0 Ke=| 0 Koy O
0 0 M, 0 0 Kezz
[ [ u
a=|v a=|v |. (3.35)

Claramente, as propriedades das matrizes, bem como suas componentes depen-
derdo das equacgoes diferenciais estudadas, das condigoes de contorno, fungoes de
forma etc. O mesmo vale para os vetores de incognitas. A literatura costuma chamar
as matrizes M e M, matrizes de massa; K e K. sao as denominadas matrizes de
rigidez, aludindo as aplicagoes de elementos finitos em problemas de estruturas.
Sistemas como aquele montado em ([3.34) sdo o alvo da formulagdo por elementos

finitos.

3.3 O Elemento Finito MINI

A motivacado principal que rege a escritura desta secdo decorre da utilizacdo do
elemento finito MINI na discretizacao do dominio do problema estudado nesta dis-
sertacao. Pretendemos com isso coligar conhecimentos tedricos que descrevam su-
ficientemente bem como os espacos funcionais atuam sobre o dominio deste tipo
de elemento, sem, no entanto, avancar em discussoes mais complexas. Um ponto
referencial onde se pode acompanhar a efusdo do elemento MINI como participante
eficaz em discretizagoes de problemas que exijam o acoplamento de campos de ve-
locidade com o de pressao é [33]. Neste artigo, foi provado que o elemento MINT é
estavel, satisfazendo uma condi¢do muito importante, a qual denomina-se condi¢do
de estabilidade de Babuska-Brezzi (condicao BB, por brevidade). Esta condicao

tem permanecido como uma ferramenta crucial no entendimento e desenvolvimento
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de discretizagoes mistas de elementos finitos [34] [35] (conteudo adicional pode ser
encontrado no Apéndice deste trabalho). Dentre os elementos usados em discretiza-
¢oes que aglutinem velocidade e pressdo, como se observa em [36], os pertencentes
a familia dos elementos de Taylor-Hood [37] - & qual o elemento MINI também per-
tence - sao os mais comuns. Seguindo as ideias apresentadas em [33], faremos alguns
comentarios sobre o elemento MINI.

Tomando uma discretizacao por elementos finitos de um dominio €2 C R™, de-
terminamos funcdes v € V" e p* € Q" em que V" e Q" sdo espacos de dimensdo
finita contidos em H(Q) e L£3(Q), respectivamente. A escolha dos espagos V" e Q"
deve ser feita apropriadamente, de modo que a condi¢ao BB seja satisfeita.

O elemento MINT é construido adicionando no espago de velocidades, sempre que
necessario, graus de liberdade internos a elementos de Taylor-Hood, criando as entao
chamadas fungoes de forma Bolhas(bubble functions). Advirta-se que consideraremos
o campo de pressao ¢" sempre continuo. Por simplicidade, escolheremos a dimensao
m = 2 e {2 um poligono convexo.

Seja 7" uma particao de 2 em elementos triangulares 7' com a condicdo de Angulo

minimo. Definimos para uma constante k£ > 1 (grau do polinémio) os espagos:

MET") = {v|ved®Q), vlre P(T) YT € T"}
ME(T") = MET") NH(Q),

e para k > 3,

B¥T") = {v|v|r € P(T)NHYT) VT € T"}.

Para k = 3, temos a funcao bolha com interpolagdo ctbica agindo sobre um
n6é colocado exatamente no baricentro do tridangulo. As fung¢oes sao da forma
a(T)AxeAs =t a(T)pro em cada tridngulo 7, onde A; sdo as coordenadas bari-
céntricas de T, a(T) € R e ¢ € (P_1(T))>

O elemento MINT (m = 2) usa os espagos de elemento finito:

V' = {(Mg) x (M)} & {B° x B}
Q" = M.
A natureza da discretizacao de um dominio arbitrario por elementos finitos al-

canga varios formatos de acordo com a escolha do elemento utilizado para a realiza-

¢ao do processo. Em virtude de interesse e por eficaz conveniéncia, restringimos a
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apresentacao de elementos que sdo usados em problemas tridimensionais ao elemento
MINI. Todavia, a funcionalidade dos elementos aplicados em problemas de dimen-
soes menores nao pode ser ignorada, pois através dos casos mais simples pode-se
estender cada um dos conceitos basicos para a estrutura espacial.

A existéncia de varios elementos sugere uma divisdo em grupos particulares ou,
simplesmente, familias: que sdo definidas mediante algumas propriedades tais como
geometria, nimero de nés do elemento, grau das fungoes de interpolacao. Entre
as principais familias, além da Taylor-Hood ja visitada, podemos ainda enumerar:
Crouzeix-Raviart, Serendipidade, Lagrange etc [20]. Existe ainda uma classe que
absorve os chamados elementos isoparamétricos, os quais sao utilizados em dominios
com geometrias curvilineas. Em se tratando de quesitos geométricos, por exemplo,
articulam-se elementos tetraédricos, ciibicos e hexaédricos; quanto a interpolagao, os
calculos para obtencdo das funcoes de forma dos elementos tornam-se dispendiosos
a medida que a ordem de interpolagao aumenta.

Sejam 4, j, k, [ e ¢ (centroide) os nds do elemento MINI 3D (tetraedro acrescentado
de um grau de liberdade no baricentro) como se vé na Fig. . Entao, a velocidade

é representada pelo vetor

ve={ vk }. (3.36)
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X

Figura 3.2: Elemento tetraédrico MINI

As funcgoes de forma deste elemento podem ser derivadas através da insercao do
conceito de coordenadas de volume. A titulo de explicagdo, supomos que queiramos
avaliar as quantidades fisicas de interesse em qualquer ponto no interior do ele-
mento. Sabendo que os valores requeridos em pontos coincidentes com os vértices
do elemento sao obtidos sem qualquer esfor¢o, e que os mesmos valores em pon-
tos sob as arestas do elemento sao encontrados por interpolacao daqueles sob os
vértices extremos da aresta que contém o ponto, qualquer ponto interior, antes de
ter seus valores determinados, deve ser determinado pelas coordenadas de volume.
Denotando por V' o volume total do elemento, definimos volumes parciais V;, V;, Vj
e V;, de modo que um ponto qualquer P seja o vértice da intersecao entre tetrae-
dros menores formados dentro do proprio elemento. A Fig. (3.3)) esclarece o que

dissemos.

X

Figura 3.3: Coordenadas de volume para o elemento tetraédrico.

Sejam V; o volume do tetraedro Pijk; V; o volume de Pijl; Vi, o volume de Pikl

e V; o volume de Pjkl. Obviamente, vale que:

V=Vi+Vi+Vi+ V.
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E conveniente definirmos coordenadas lineares A\, A, A, e \; [24] [32] através dos

volumes especificados acima:

Vi
A= v
y - Y

Vi
Ao = “//’“
Moo=

tendo, portanto,
Ni+XN+F X+ =1 (3.37)

A utilizagao das coordenadas de volume aparenta-se com a ideia de coordenadas
normalizadas, a serem vistas na proxima secao.

Pautadas as associagoes das coordenadas lineares com os nés do elemento, as re-
lagOes destas com as coordenadas x, y, z sao dadas por combinacoes lineares similares

aquelas pertinentes a qualquer espaco vetorial rudimentar:

T = NTi + Nz MNT + Ny
Yy o= A+ Ny Ay + Ay (3.38)
2 = Nzi+ Nz + ez + Nz

onde Ty, Ym, 2m, M =1,7J,k, [ sdo as coordenadas cartesianas dos nés do elemento.

Utilizando a relagao dada pela Eq. (3.37)), chega-se a:

o; + Bix + vy + diz

A= 6V
). a; + Bz + Yy + ;2
T 6V
N = + Bk + Yy + Oz
6V
o ap + B + vy + 0z
6V ’

onde
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Iz oy oz
6V _ 1 ij yj Zj
I o e 2k
1 = oy oz

Os coeficientes ag, 85,75 € 05 para s = 1, 7, k,l sao obtidos substituindo linhas do
determinante e fazendo permutagoes ciclicas [20]. Por sua vez, as fungoes de forma

do elemento MINI sao dadas por:

Ni = A — 64NN
N = Aj— GANA AN,
N = Ap — 64NN AN,
N, o= A — 64NN AN

para os nos contidos nos vértices, e por:

N, = 256 A0 A0\,

para o centroide.

3.4 Mudanga de Coordenadas: O Sistema (£,7,()

Terminamos este capitulo falando a respeito da mudanga de coordenadas (caso 3D),
pratica comum em Elementos Finitos, cujo objetivo centraliza-se em mapear, através
de uma fungao injetiva, o dominio de um elemento no sistema de coordenadas
(x,y, z) para um dominio denominado elemento padrao convenientemente esquema-
tizado em um sistema de coordenadas normalizadas (£,7,(). As razoes para tal
execucao aninham-se no intento de diminuir célculos computacionais de integragao.

Consideremos R, e R sistemas de coordenadas espaciais (z,y,2) e (£,7,(),
respectivamente. Entao, o mapeamento do qual falamos pode ser interpretado pela

bijecao:

f:@%@

que associa pontos do elemento a pontos do elemento padrdao. Obviamente, 2¢ e
* sdo os respectivos dominios em cada um dos sistemas mais seus contornos. A

bijecao inversa x é definida por:
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x QO — Qe

A Fig. idealiza a mudanca de coordenadas para um tetraedro. Temos que
Q* é formado pela regido do espaco compreendida entre o plano € +n+¢ =1 e os
intervalos I =0<¢( <1, I, =0<n<1 e I.=0 < (¢ < 1. Daidecorre
a terminologia coordenadas normalizadas. E 1til comentar que as coordenadas A,
apresentadas na se¢ao anterior possuem os mesmos intervalos unitarios de variagao

que aqueles dados por I¢, I, e I..

EIN é 5
/’—\

<

X

Figura 3.4: Mudanga de coordenadas do sistema (x,y, z) para o sistema (&, 7, ().

Um outro assunto relevante de discussao nesta secao diz respeito ao uso do
determinante Jacobiano para a mudanca de coordenadas. Em algumas discretizagoes
por elementos finitos, é necessario conhecer as derivadas das fungoes de forma no
sistema de coordenadas normalizadas para o calculo de certas matrizes elementares
[32]. Encontramos essas derivadas pelo Jacobiano. Em trés dimensoes, suponha que
¢ = ¢ (€,m, () seja uma fungao de forma sobre o elemento e escrita em termos das

coordenadas normalizadas. Pela regra da cadeia, temos que:

0§ oS 0 OPS 0 oS 0
o5 ¢1j+¢17y+¢zz

o€ or ¢ ' Oy 9§ ' 0z OE
06 _ 00;0r  06tdy 060z 3.39)
on Or On 0Oy dn 0z On
0g; 095 0x 9Ly | 095 0z
o¢ oz aC ' 9y ¢ 9z OC
Entao, as derivadas %(f, %qf e %‘f podem ser obtidas por inversao como:
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005 T [ 090 ] [0z Oy 0z ]

Or 23 9 06 ¢

(oJox 09§ oxr 0Oy 0z

oy | =4 -1 on | J =10y g on |- (3.40)
0¢¢ 0¢§ Or Oy 0z

0z ¢ o¢ 90¢ O¢

J = ggzgg é o determinante Jacobiano, o qual deve ser nao-singular para que

haja inversao.
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Capitulo 4

Método Semi-Lagrangeano

4.1 Aspectos Introdutérios e Conceituacao do
Método

Entre as existentes descricbes do movimento apresentadas pela Mecanica do Con-
tinuo, duas delas sdo objeto de uma breve discussao, uma vez que esclarecem as pe-
culiaridades do método Semi-Lagrangeano (aqui chamaremos de SL, por brevidade)
e ampliam nossa capacidade de compreender porque tal método tem sido utilizado
de maneira consideravel no escopo cientifico das simulagoes numéricas diretas, cuja
literatura reconhece pela sigla DNS (Direct Numerical Simulations).

Na descricao Fuleriana, comumente utilizada em Mecéanica dos Fluidos, uma
regiao qualquer do espaco é assistida por um observador que se encontra fixo em um
ponto exterior a regiao; ele acompanha, ao longo do tempo, a trajetéria efetuada por
uma dada particula que por ali passa. Por outro lado, na descricdo Lagrangeana, o
observador ¢ mantido em contato permanente com a particula ao longo do tempo,
isto é, percorre com ela a trajetéria descrita naquela regiao considerada vivenciando
cada instante do movimento [17].

O método SL originou-se em trabalhos antes dirigidos a Meteorologia e ao estudo
de fenémenos climaticos, como se percebe em [38] e [39], j& que sua propriedade
em permitir simulacbes numéricas qualitativas, respaldadas por passos de tempo
longos, é um beneficio extraordinario para esta area, que o reformata sob aspectos
economicos e até de seguranca, em virtude de poder antecipar tomadas de decisao
e agoes urgentes diante de previsoes de catastrofes ou eventos climaticos de forte
impacto. Um relatorio completo incluindo o desenvolvimento histérico do método
SL no &mbito meteorologico pode ser encontrado em [40], e uma revisao geral, mais
direcionada ao desenvolvimento numérico, em [41].

Nao obstante a Meteorologia usufruisse de prioridade, a aplicacao e utilidade do

método SL em outras areas da ciéncia era defendida por proponentes, como alu-
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dido por Smolarkiewicz e Pudikiewicz [42]. Dessa maneira, a tradigdo do método,
antes concentrada na comunidade envolvida com previsoes climaticas numeéricas, foi
espalhada para outras linhas de pesquisa. Bartello e Thomas [43], com suas referén-
cias, comentaram a insercao do método SL em certos grupos, onde recebeu outras
nomenclaturas e tratamentos, tais como Método das Caracteristicas de Galerkin
ou Método FEuleriano-Lagrangeano. No que diz respeito ao seu envolvimento com
o método dos elementos finitos, por exemplo, cita-se o trabalho de Bermejo [44].
Apesar deste, a mistura entre o método SL e os elementos finitos elegeu-se com
o trabalho de Pironneau [45], em que um algoritmo numérico para a resolugdo da
equacao de adveccao-difusdo foi intencionado.

Ao longo dos anos, varios esquemas foram montados a fim de darem uma in-
terpretacao satisfatéria do método SL, seja em sua aplicagao puramente voltada
a meteorologia, seja em outras, como elementos finitos - a explicagdo para que o
método dos elementos finitos seja citado aqui de forma extenuante deve-se a sua
forte correspondéncia neste trabalho. Uma representacao grafica do método SL
pode ser encontrada em [46]. No trabalho de [45], h& pouco supracitado, a visao
pode ser ampliada para o caso dos elementos finitos.

O método SL é baseado em uma espécie de integragdo de trajetérias backward-
in-time, ou seja, as trajetorias das particulas do fluido sao integradas para tras no
tempo. Gradativamente, os paragrafos posteriores detalharao o funcionamento do
método sob a Otica mais geral possivel. Por sua vez, intentaremos um esquema
focado em elementos finitos. Tais esforcos sao uma consecucao ao que ja foi em-
preendido em [14].

A literatura abraca fortemente a equacao de adveccao para explicar o funciona-
mento do método. Logo, por injuncao, referir-nos-emos a ela com embasamento
tedrico-matemético similar ao redigido em [42].

Considere a equacao de adveccao na forma vetorial:

0P
— V& =F 4.1
onde
® = (O9,Py,...,Py)¢é um vetor com N componentes, as varidveis do fluido;
0P 0% o0®]"
Ve = e é o tensor gradiente de ®;

Ory Oy Oy
F = (F(®), F(®),...,Fn(P))é um vetor que combina todos os termos de

fonte ou forcas, cujas N componentes dependem de todas as variaveis do

fluido.

k representa a dimensao do espaco e o sobrescrito 1" significa "transposto".
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Notemos que a varidvel 7 na Eq. (4.1) representa a dimensao temporal, ao passo
que u representa o campo de velocidades do fluido.

Considere que o problema da advecgao esteja bem definido no conjunto T =
L—1

Q x ©, sendo © = | J[nt, (n + 1)t] a reunido de intervalos de tempo considerados
n=0

para efeito de discretizacao temporal. Considere x € €2 uma posi¢ao do espago pelo

qual uma particula x viaja. Seja entdo {X(7)}ni<r<(mns1y & solucdo da equagao

diferencial () = u[X(7),7] em Q(7). X(7) é a trajetéria percorrida pela
particula x no intervalo de tempo [nt, (n+1)t] e também a caracteristica da Eq.([{.1).

Como a posicao x e o tempo t sao parametros para a trajetoria, escreveremos
X (1) = X(x,t;7). Definamos x4, = X (x,nt;7) como a posigdo ocupada pela
particula no instante de tempo 7 = nt e x, = X(x,(n + 1)t;7) como a posigao
ocupada pela particula no instante de tempo 7 = (n + 1)t. Suponhamos que
possa ser discretizado espacialmente por um operador D, tal que D(2) produza um
conjunto de pontos {x;}, do qual x; e x, fagam parte. Na abordagem Euleriana,

(4.1) alcanca a seguinte forma discretizada:

P(x,, (n+ 1)t;7) = P(x4,nt;7) + /X(dX —udr)-V® + /X Fdr. (4.2)

No entanto, a esséncia do método SL consiste em integrar para tras no
tempo procurando-se um ponto de partida x, aproximado a x4 tendo a malha de
pontos fixa ao longo do tempo e com a particula alcangando, no tempo 7 = (n+1)t,
exatamente a posicao x,. Algumas vantagens de métodos SL sobre Eulerianos sao
reconhecidas e serao expostas mais tarde no capitulo. Diante disso, a determinacao
de x, sera vista a obedecer uma formulagao do tipo:

nt
(X4, 5 T) = (Xg, (R 4+ 1)t;7) + A u(X (x,7))dr, (4.3)
que decorre de transformagoes em substituindo x,; por X,. Se invertermos o
sinal da integral, a equacao é reescrita como:
(nt+1)t
(%o, 1t 7) = (Xa, (n 4+ 1)t 7) — / u(X (x,7))dr. (4.4)

nt
O desenvolvimento numérico de métodos SL estendeu-se variavelmente ao longo
dos anos. As primeiras aproximagoes para as trajetorias de um conjunto de particu-
las sendo advectado foram determinadas através de retas. Neste aspecto, os valores
das variaveis de fluido da Eq. na posicao x, e tempo 7 = (n + 1)t para cada
ponto da malha serdao determinados sob a influéncia de seus valores em x, no tempo

anterior 7 = nt. Estes, por sua vez, podem depender de outros valores.

42



Uma aproximagao para a derivada total, expressa na forma advectiva como em

(4.1)), é dada por:

@ — aj +Tu-Ve ~ Q(Xfﬂ (n+ 1)t7 T) B i)<X>k7nt;7—)’
dr or AT

onde procuramos definir A7 como uma medida para o intervalo de tempo decorrido

(4.5)

entre um instante e outro. Notemos que o gradiente V@® é suprimido no calculo. Isto
quer dizer que a taxa de variacao temporal somada a taxa de variagao convectiva
dos valores das varidveis de fluido modificam-se juntas num ato instantaneo. A

determinagao de x, é obtida aproximando (4.4]) como segue:

(x4;7) = (Xa;7) — .

Aqui, o é um vetor de deslocamento que depende de uma velocidade conhecida
em um tempo anterior [47] [48]. Uma vez que a trajetéria original da particula
pode ser imaginada, sem perda de sentido, como uma curva, uma aproximagao de
primeira ordem para esta curva é feita através de uma reta, como mostra o esténcil de
diferencas finitas na Fig. . Considera-se PQ a trajetoria original feita por uma
particula partindo do ponto P (ou posigao x;; do esténcil) no tempo ¢, e chegando
ao ponto () (ou posi¢do x, no tempo t, + At. A reta tracejada P'@Q), cujo ponto de

partida agora é dado por x4 serve como aproximacao para a trajetoria original.

A
tn+At_| o o

I
A |, ;
2 I
- I
En ,’; ° ° ° +
P P |
! I I

|: I | >

X,l] X.af )Cij+1 )Ca

Figura 4.1: Método SL em um esténcil de diferencas finitas.

Assim, o deslocamento é calculado como:

a = Atu(xg, nt; 7).

Ao se fazer esta aproximacao, geralmente, o ponto de partida nao coincide com um
ponto da malha, logo, a determinacao de ® é feita por meio de alguma espécie de

interpolagao. Assim, os dois passos basicos em qualquer método SL sdo: integragao
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da trajetéria e interpolacao [43].

Uma das motivacoes desta dissertagao é a obtencao de um esquema numérico
tipo SL que aproxime a trajetéria original efetuada pela particula y por uma ordem
de erro maior do que aquela obtida em [I4]. Um método SL de ordem mais alta
produz maior precisao e, portanto, é benéfico para simulagoes numéricas de fluidos.
Além das referéncias ja citadas, outros autores esforcaram-se para obter esquemas
mais precisos para a integracao de trajetorias, que também fossem menos custosos
computacionalmente. Mencionamos [49], [50] e [51].

Em retorno a uma discussao deixada em paragrafo anterior, proficuas vanta-
gens do método SL sobre os Eulerianos, de fato, sao relatadas em [52], onde se
argumenta que métodos Eulerianos sofrem com dispersao numérica. Métodos SL
também diferem daqueles conhecidos como ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian)
[36], nos quais a malha se move com as particulas. Outro aspecto vantajoso no
método, talvez o sindnimo de sua aplicabilidade, é a sua capacidade de aliviar a
condi¢ao de estabilidade imposta pelo nimero de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
[53]. Vale ressaltar que o CFL é um ntmero adimensional. Em esquemas explic-
itos de diferencas finitas, por exemplo, o CFL limita o passo de tempo maximo
permissivel na simulacgao.

A comunhao de vantagens do método SL associada aos interesses das simula-
¢oes em dindmica dos fluidos incentiva a experimentagdo. Em [54], métodos SL
de alta ordem foram propostos no contexto de discretizagdes por elementos finitos
spectral/hp (nogdes complementares sobre o contexto hp sdao encontradas em [55]
e [56] na resolugdo das equagoes de Navier-Stokes). Ali, notou-se que um aspecto
interessante do método é a estrutura do erro de advecgao (temporal), que revelou
uma tendéncia nao-monotonica com o passo de tempo. Além disso, observou-se
que para computacgoes praticas, o erro médio diminuia a medida que o passo de
tempo aumentava. No entanto, tal comportamento dependia do procedimento de
interpolacao utilizado.

Com a crescente exploracao de métodos de alta ordem, a necessidade de estudos
tedricos sobre os erros de aproximacao aumentou vertiginosamente, entre os quais a
busca pela otimizagao da convergéncia das solugoes. Alguns trabalhos se destacam
nesse intermédio, como [57] e [58], onde uma anélise de erro e uma busca por fatores
de otimizacao atrelados ao método SL sdo profunda e detalhadamente documen-
tadas. Pelas referéncias anteriores, concluiu-se que o erro médio de adveccao do

método SL é da forma:

Al’p+1
AT" )
(’)( T + Ar )

onde 7 e p referem-se a ordem de integracao da trajetoria e a ordem de interpolagao,
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respectivamente.

Na Fig. apresentamos um esquema baseado em diferencas finitas que des-
creveu a aproximacao semi-lagrangeana por uma reta. Outro esquema, adaptado ao
contexto de elementos finitos, pode ser observado na Fig..

Trajetéria da particula

_ Trajetorias das particulas
escolhida " .

AT

(k+ 1)t

Malha Lagrangeana

Eixo temporal

s
-

Malha Euleriana

Figura 4.2: Método SL em uma malha de elementos finitos.

O esquema da Fig. (4.2), modestamente propalado por [59], mostra como o
método SL se desenvolve no contexto dos elementos finitos em um dominio bidi-
mensional discretizado por elementos triangulares. A malha desenhada com linhas
espessas € a Euleriana, a qual permanece fixa durante todos os intervalos de tempo.
A malha Lagrangeana se forma quando os pontos isolados que se espalham sobre
a malha Euleriana sao unidos por arestas abstratas, como se percebe pelas linhas
tracejadas desenhadas no mesmo plano em que a malha Euleriana estd. Na mesma
figura, observamos um conjunto de linhas com tracgos mais longos partindo dos pon-
tos da malha Lagrangeana no instante de tempo 7 = kt e chegando em pontos da
malha Euleriana no instante de tempo 7 = (k + 1)t. Esse conjunto de linhas repre-
senta as trajetorias das particulas. Dentre elas, escolhemos uma que parte de um
ponto da malha Lagrangeana e chega ao ponto x pertencente a malha Euleriana.
Os pontos aos quais nos referimos como isolados sobre a malha Euleriana sido os
pontos de partida, ou simbolicamente, os chamados “pés“ das curvas caracteristi-
cas, outrora discutidas no texto. Em outras silabas, o esquema apenas reforca o
conceito de um método Euleriano-Lagrangeano, que mistura ambas as descri¢oes do

movimento.
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4.2 Aproximacao Espacial da Trajetéria por Ite-

racoes Internas

corregdes da trajetoria
da particula através
de iteracdes internas

R LT T

| . T
| AT
nt n(t+1)

Figura 4.3: Esquema de iteragoes internas em uma malha de elementos finitos tetraé-
dricos.

Como vimos na secao anterior, para integrarmos a trajetoria da particula para
tras no tempo, a velocidade na posicdo de chegada x, é a informacao tida como
referéncia para se proceder a aproximacgao. Deste modo, a medida que os passos
de tempo da simulacao correm, sempre usaremos um valor de velocidade em um
tempo anterior para a obtencao do campo vetorial em um tempo futuro. Os resul-
tados apresentados em [I4] foram conseguidos através de um cédigo computacional
que integrou as trajetorias aproximando-as, espacialmente, por uma simples reta.
Neste trabalho, o c6digo computacional sofreu modificagoes de tal maneira que a
aproximacao fosse dada por iteragoes internas que, em vez de aceitar uma aproxi-
macao espacial simples, persegue uma aproximagao mais precisa através de corregoes
sucessivas da trajetoria inicialmente aproximada por uma simples reta.

Grande parte do procedimento utilizado pode ser entendido pelas discussoes ja
apresentadas, restando-nos apenas falar a respeito das iteragoes internas. Uma vez
que um método iterativo estd sendo evocado, a determinacao de um critério de
convergéncia é sugerida. Segundo [60], a esséncia das iteragoes internas se concentra
em repetir um mesmo passo de tempo tantas vezes quantas forem necessarias até que
a precisao desejada seja atingida. Define-se, portanto, a primeira iteracao interna
como a velocidade obtida em um passo anterior, que é, de fato, a condigao inicial

para a iteracao. O nimero de iteragoes internas depende fortemente da magnitude
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do incremento de tempo.
Basicamente, o algoritmo computacional, em pseudolinguagem, funciona pelo
seguinte:

i) Para cada ponto pertencente a malha, faca a busca do ponto de saida;

ii) Calcule a velocidade no ponto de saida;

iti) Calcule a velocidade média entre a velocidade do ponto da malha e a do ponto
de saida;
iv) Ezecute iteragoes internas até que o critério de convergéncia seja satisfeito;

v) Enfim, siga ao préximo passo.

Em termos matematicos, isto pode ser interpretado com o seguinte raciocinio:

Considere x € Qp; um ponto da malha (£2;p] é o dominio discretizado). De-
finamos o tempo discreto por Op; = UMt [tn, tne1] € indiquemos por t, = nAt o
passo de tempo da simulacao. Seja ainda a(x,t,) o campo de velocidade no ponto
x no tempo t,. Entao, o algoritmo quer dizer:

i) Encontre xjj = x, € Q%7 tal que x = x}j + a(x,t})At, onde o pardmetro vy
assume os valores 7, a ou v apenas para identificar, nesta sequencia, se o ponto
de saida x4 é um ponto interior ao elemento 27, se pertence a uma de suas
arestas, ou se coincide com um de seus vértices; e k refere-se a iteracao interna

atual;
M
ii) Calcule a(xq,t¥) por interpolacio fazendo a(xg4,tf) = Y a,N,,, onde M é o
m=1

numero de nés do elemento e N,, sao as fungoes de forma (a serem discutidas
na segao posterior);

iii) Calcule a velocidade média a(Xmeq, th) = 2[a(xq4, th) +a(x, tF)] no ponto médio
Xmed;

iv) Faca k — k+1 enquanto valer: ||a(Xmed, t5™)—a(Xmed, t7)|| < 9, para d pequeno
e convenientemente escolhido. Satisfatoriamente, optamos por § = 107%;

v) Tome a(Xneq,tX) = a(xy,t,) apés K iteragoes internas como a velocidade
final obtida no passo nAt para proceder ao cédlculo do campo de veloci-
dade a(x,t,4+1) = M,a(xq,t,) no proximo passo, dadas todas as matrizes M,
operando segundo a formulagdo por elementos finitos.

O esquema proposto na Fig. mostra, aproximadamente, como as iteracoes
internas funcionam na aproximacao das trajetérias. O elemento com arestas mais
espessas representa o dominio 27 em uma primeira iteragdo interna no tempo t,,
em que v = i e, conclusivamente, a(x4,t.) = a} no esquema desenhado. Haja vista
que v = i, as velocidades a, r = 1,...,5 avaliadas, respectivamente, nos vértices 1,
2, 3 e 4 do elemento em destaque, mais o centroide, sao interpoladas para se obter

aj.
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4.3 O Algoritmo de Busca do Ponto de Partida

O algoritmo de busca do ponto de partida utilizado neste trabalho pode ser ilustrado
conforme mostrado na Fig. (4.4). A ideia perscruta o campo bidimensional e é

similar no tridimensional.

1)

2 e
*

1%
WFTZ D,

QL V(O5;e)

Figura 4.4: Interpretacao matematica para o algoritmo de busca do ponto de partida.

O elemento padrao €2 com vértices 1,2 e 3 no sistema de coordenadas normaliza-
das A, é o resultado do mapeamento de qualquer elemento 2¢ do sistema cartesiano
considerado. Em vista desta afinidade, as coordenadas espaciais do ponto x; podem
ser bem representadas por combinacao linear das coordenadas A,,. Assim, quando
o ponto x4 é localizado na malha apds o recuo no tempo, o algoritmo verifica a
situacao deste ponto, mediante a alternancia do parametro v, ja sobre o elemento
padrao.

A especialidade do algoritmo estd no tratamento numérico da localizagdo do
ponto. Um ponto é entendido pelo algoritmo como interior ao elemento 2¢, ou
seja, quando v = i, se ele estiver contido na regiao do espaco dada pela soma
QS @ V(QS;€), onde o termo a direita da soma ¢ a vizinhanga do elemento, definida
por uma faixa pequenissima de raio €. Claramente, a interpretagao desta faixa pode
ser feita tanto no sistema cartesiano quanto no sistema normalizado de coordenadas,
nao afetando, portanto, a integridade do entendimento. A vizinhanca de pontos é
dada pela parte hachurada delimitada externamente pelos pontos 1/,2’ e 3’/ na figura
em questao. Simbolicamente, tal regiao funciona como um alargamento do dominio
real do elemento, ou uma pseudoparte numérica, cujo objetivo é atrair o ponto para
a condicao de ponto interior caso a escolha do passo de tempo seja suficientemente
contundente para que, quando houver o recuo da integracao, o algoritmo sucumba

por nao ser capaz de encontrar a posicao verdadeira do ponto de partida.
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A fim de trazer uma referéncia da literatura no que tange ao desenvolvimento
especifico de algoritmos de busca para métodos SL, citamos [61], cuja implementacao
se baseia em certas estruturas de dados criadas para se relacionarem com os ali
chamados “vozels”, uma terminologia utilizada para identificar elementos ciibicos
em uma malha estruturada sobreposta a malha original, em geral, nao estruturada.
Os pontos de partida das trajetérias (na malha original) sdo encontrados mediante
as coordenadas determinadas pelos wvozels. Varias notas sao escritas a respeito do
algoritmo e sao lteis para demonstrar suas caracteristicas de armazenamento, custo
computacional e envolvimento com as restrigoes de estabilidade influenciadas pelo
nimero de Courant (C'F'L). Neste tltimo quesito, por exemplo, o algoritmo nao é
util se CFL < 1.

Preocupagoes computacionais com custo e armazenamento de dados em imple-
mentacoes de grande escala sao objetos de interesse da computacao paralela, que
procura distribuir entre varios processadores certa carga de operagoes, antes concen-
trada em um ou poucos processadores. Neste ambito, a identidade do método SL
também se apresenta, como se observa em [62]. Algoritmos com interpolagao ciibica
sao sugeridos e experimentados, levando-nos a crenca de que tal assunto pode vir a

ser estudado em trabalhos posteriores.

4.4 Interpolacao das Quantidades no Ponto de
Partida

Visto que os dois passos importantes para a obtencao de um método SL mais pre-
ciso sao o melhoramento da integragao da trajetoria e a interpolagao, tendo sido
discutido na se¢ao anterior o primeiro deles, dedicamo-nos nesta se¢ao a explanagao
do outro. E sabido dos métodos de aproximacdo que a interpolacio de uma funcio
qualquer torna-se cada vez mais precisa quando aumentamos o grau dos elementos
interpolantes, sejam eles polinémios, fungoes de Green ou splines. A fim de estabe-
lecer essa melhor aproximagao para o método SL que propomos, tentamos durante
este trabalho uma interpolagdo baseada nas fungdes de Green, segundo [63] para
um modelo de equagao biharmonica. Apesar do esforco, observou-se que a base de
fungoes conduzia a um método divergente que nao se adequou as nossas expectati-
vas de aplicacao. Concomitantemente, quando se trabalhava na pesquisa de splines
[64], adentramos por investigar a factibilidade de usarmos um elemento finito que
admitisse as derivadas parciais como graus de liberdade para a interpolagdo. O uso
do espago de interpolacao almejado relacionara-se com as ctibicas de Hermite [31].
Isto é, ainda buscamos uma interpolacao que use polinomios de terceiro grau.

As ctbicas de Hermite tém um potencial interesse nos meandros dos elementos
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finitos, pois muitos espacos de interpolacao e, consequentemente, a formalizacdo do
que vem a ser, de fato, um elemento finito segundo a triade classica (K, P, N') (vide
Apéndice A), usam essas fungoes como base. A teoria matemética dos métodos
numéricos explica em pormenores como o uso da interpolagdo piecewise (ou por
partes) exige, para o beneficio de se obter essa alta precisdo, nao s6 a avaliacao da
funcao a ser interpolada em um dado ponto, mas também a avaliacao das derivadas
(ou do gradiente) neste mesmo ponto. Claramente, sob a ética computacional, tais
avaliagdes tornam-se cada vez mais custosas a medida que a dimensao do dominio
da fungdo aumenta. Frisemos ainda que, da prépria teoria empunhada por [64],
decorrem demonstracoes entre as quais destacamos a prova de que polinomios in-
terpoladores ciibicos por partes em um certo dominio sao tnicos.

Neste trabalho, devido ao fato de o problema ser tratado no espaco tridimen-
sional, buscdramos um espaco de fungoes que atuasse sobre o dominio elementar
tetraédrico moldado pelo elemento MINI como elemento de discretizagdo da malha.
Assim, & primeira vista, reconhecemos que para cada elemento, o conjunto AN de
variaveis nodais deveria acolher, além dos valores da funcao, o valor dos gradi-
entes direcionais em cada vértice. A interpolacao fora pretendida sobre o elemento
padrao, cujas coordenadas baricéntricas tetraédricas \;, i = 1,2, 3, 4 sao as variaveis
de dependéncia. A construcao do espaco de interpolagao utilizado é proveniente do
elemento tetraédrico TE16 [65], que possui 16 graus de liberdade para avaliagdo.
Esse elemento é constante da classe de elementos nao-conformes e quando trazido
para um dominio bidimensional, torna-se o elemento de Zienkiewicz [66] [67].

Deste passo em diante, passamos a enfocar a estrutura de um cédigo de elementos
finitos que abranja a utilizacdo das derivadas das solu¢des numéricas para efeito de
pos-processamento. Novas ideias tém surgido e caminhos tem sido propostos na
perseguicao de esquemas semi-lagrangeanos de alta ordem que sejam adequados ao
perfil de nossas aplicagoes. Na vanguarda dessas intengoes, trabalhos relacionados
com técnicas de recuperagao de gradientes e superconvergéncia sao postos, como [68]
e referéncias nele. Apods contundentes tentativas de interpolagao, auferimos alguns
resultados qua ainda precisam ser implementados no cédigo em C++, atividade que
sera concluida oportunamente.

Outra expectativa de interpolagdo, ainda incipiente, baseia-se no uso de um
espaco de interpolagdo que combina as func¢oes de forma do elemento TE16 com
erros dos gradientes direcionais da solu¢ao numérica sobre as arestas do elemento
tetraédrico. No entanto, a compatibilidade de uso do método juntamente com o

elemento MINI e o acoplamento da pressao estao em pesquisa.
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Capitulo 5

Estabilidade dos Campos

Acoplados por Elementos Finitos

5.1 Nocoes Preliminares

O objetivo central deste trabalho é investigar a reacao do campo hidrodinamico
acoplado ao de uma espécie quimica depois de ter sido perturbado conveniente-
mente. O conceito de perturbacao e os estudos sobre estabilidade sdo, sobremaneira,
caracteristicos da teoria de sistemas dindmicos e sustentam uma enorme vertente
cientifica. Objetos de investigagdo, como se observa em [69], podemos introduzir
o estudo da estabilidade hidrodinamica atrelado ao disco rotatério com algumas
nogoes basicas interessantes.

Denotemos por Vi(€2) o conjunto de todas as fungoes vetoriais de classe C*
definidas num dominio aberto 2 C R” e, semelhantemente, por W;(2) o conjunto
de todas as funcoes escalares também de classe C! definidas no mesmo dominio.

Sejam P; e QO subconjuntos de Wi. Assim, estabelecemos:

Vi) = {v: Q=R ; vel'}

P = {p: Q=R ; pech)

Q) = {g: Q=R ; gel'}.
Consideremos v € V1(Q2), p € P1(Q2) e ¢ € Q1(N2) fungdes tais que, com as
definigoes acima, possamos construir as triplas V. = (v,p,q), V = (v, p, {), ambas
pertencentes a (V) x Py x Q1)(2). Uma perturba¢io de um campo vetorial (ou

escalar) é toda coordenada da tripla V tal que, para reais €;, €, > 0 muito pequenos,

valem as relagoes:

| V(x) — V(x) ||< e, | V/(x) - V(%) ||< e vx € Q.
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Isto significa que uma perturbagao de um dado campo vetorial (ou escalar) de classe
C! ¢ um outro campo munido das mesmas caracteristicas que estd muito préximo
ao primeiro campo. Particularizando o raciocinio para o problema abordado neste
trabalho, v expressaria o campo de velocidades, p o campo de pressao e ¢ o campo
da espécie quimica, de maneira que v, p e § seriam as respectivas perturbagoes dos
campos.

Um outro detalhe a ser sublinhado (o qual aparenta ser pouco perceptivel quando
empregamos a terminologia na pratica) vincula-se a essencial distingao entre regime
transiente e regime permanente. Segundo [70], o regime conhecido como steady-state
deve ser entendido como o regime que ¢ alcancado assintoticamente muito tempo
depois de o transiente ter decaido. Regimes permanentes podem ser simples, i.e.,
independentes do tempo, peridodicos no tempo, ou mais complicados, i.e., quase-
periédicos ou mesmo cadticos. O problema tedrico fundamental é entao predizer
as caracteristicas do regime permanente alcangado por um dado sistema como uma
funcao de condigoes iniciais disponiveis e certos parametros de controle conhecidos.
O regime permanente ¢ chamado na literatura de estado-base. Um regime perma-

nente estavel, i.e., robusto a perturbacgoes, é de consideravel especialidade.

5.2 Equacoes do Estado-Base: A Solucao de von
Karman

O sistema antes abstrato A(u) de equagdes diferenciais introduzido no Cap. |3| pode
ser agora formado pela equacao da continuidade e pelas equagdes de Navier-Stokes,
acopladas a equacao da espécie quimica. Estas equagoes, escritas em um referencial

solidario a superficie do disco rotatoério, sao dadas por:

divv = 0

D 1 1

ﬁ‘t] = —Qva—Qx(er)—;grader;diVT (5.1)
D

D—j = div(kgradc).

(2 é a velocidade angular do eletrodo, ¢ e k sao, respectivamente, a concentragao e
o coeficiente de difusao da espécie quimica e 7 é o tensor de tensdes viscosas.

As equacgbes acima sdo uma representacao conveniente, em que se considera a
derivada na direcao azimutal nula, a pressao dependendo unicamente da coordenada
axial na solucao de von Karman - que discutiremos mais adiante - e as componentes
do tensor de tensoes viscosas obedecendo a uma certa lei constitutiva. Com isso,

temos:
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ov, v} ov, ) 20, Ov.. 2u, 0, Ov,
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v, | v _10p 1O vy v 0o,
vr or vz 0z  poOz ror " 0z 0722 0z 0z

dc Ok Oc 0?c
%0 T 0200 "o
Reescreveremos as equacoes em na forma adimensional. Para o momento,
omitiremos algumas das transformagoes algébricas que a motivam. N&ao obstante,
antes definimos a concentragao unidimensional por:

C— Coo
c=—

(5.3)

Cg — Coo
onde cg € ¢y 820, respectivamente, a concentragao da espécie quimica na superficie
do eletrodo e longe do mesmo, a de referéncia.

Definimos também os ntimeros de Reynolds e de Schmidt por:

q\ 2
Re =1, () e Sc=1% (5.4)

VOO VOO
r. ¢ a coordenada dimensional ao longo da direcao radial na qual a analise de esta-
bilidade é executada.

Isto feito, as equacoes na forma adimensional ja podem ser escritas:

divv = 0
Dv

Dt

Dec 1 .
Di = Rese div (k grad c).

1
= —2e,xv—e, X (e, xre)— gradp + R—diVT (5.5)
e

O estado-base é a solugao de similaridade de von Karmén [II] para um fluido
com viscosidade dependente da concentragao da espécie quimica, que varia ao longo

da coordenada axial:
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Uy rQF(z2)

Tg rQG(2)

v, | = (Vo) H (2) . (5.6)
D ProcSLP(2)

c Coo + (cs — ) C(2)

Importa dizer que a viscosidade varia ao longo da coordenada axial de acordo
com uma lei ndo-empirica [I5] que depende de uma constante m determinada pelas
caracteristicas eletroquimicas do sistema. FKEsta lei envolve o valor da viscosidade

longe da superficie do eletrodo de disco rotatério v.:
v = vge™C. (5.7)

O valor da concentragdo C' varia de 1 em 2z = 0 a 0 a propor¢ao que z — 00.

A Lei de Stokes-Einstein também é considerada na determinacao dos perfis de
velocidade, postulando que o produto do coeficiente de difusdo pela viscosidade é
constante, ou seja,

KV = FooVso- (5.8)

Na forma adimensional, as Eqs. (5.7)) e (5.8) assumem, respectivamente as for-

mas:

v=em" e kv=1. (5.9)

A substituigdo das Eqs. (5.6), (5.7) e (5.8) nas Eqs. (5.1) resultam em um

sistema nao-linear ordinario organizado por:
2F+H' =0
F?— (G+1?*+HF —vF' —VF' =0
2F(G+1)+ HG —vG" — VG =0 (5.10)
P +HH —vH"—2VH =0

C// /
SeHC' —— + 20" =0
14 14

As derivadas indicadas sao com respeito a coordenada axial e definimos

V= me™CC".
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Para a obtencao das Egs. (5.10)), foram consideradas as seguintes condigoes de

contorno B

(F=G=H=P=0; C=1) |,
(5.11)
(F=H =0; G'==1; C=0) |.000

As informagoes acima representam o cerne dos resultados obtidos em [I3], em

sequencia ao que fora publicado em [12].

5.3 Modos Instaveis

Mangiavacchi et al. [13] tentaram, entdo, verificar se as oscilagdes de corrente ob-
servadas no principio do patamar das curvas de polarizacao (Fig. do Cap.
eram devidas a reducao da estabilidade dos campos acoplados quando comparados a
estabilidade do campo hidrodindmico de fluidos com viscosidade constante. A con-
clusao foi que a presenca de um gradiente de concentracao na superficie do eletrodo
responsabilizava-se pelas oscilagdes da corrente.

O acoplamento do campo hidrodindmico ao da espécie quimica excita familias
de modos instaveis, também denominados modos hidrodinamicos e modos quimicos,
que alargam a regiao instavel na superficie do eletrodo. Tal regiao é determinada
pela curva de estabilidade neutra, que é o limite entre as regides estavel e instavel.
Os mesmos autores assertaram que, em comparacao a um eletrélito com viscosidade
constante, a curva de estabilidade neutra ocorria mais cedo no caso acoplado, em
valores menores do nimero de Reynolds - que funciona, de fato, como um medidor
da coordenada radial do disco. A analise de estabilidade linear verificou que a
solugao de von Karman, quando perturbada, apresenta instabilidades de acordo com
variagoes nos parametros do perfil de viscosidade. As propriedades de restauracao
da estabilidade foram, porquanto, profundamente investigadas. As perturbagoes

somam-se ao estado-base como:

v, = U+,
Vg = UVg+ Uy
v, = U,+ 0,
p = p+p
C = C+C,

onde
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Uy reS2f(2)
) reS2g(2)
(2)

v, | = reS2h(z )

N exp [i(ar + fRef — wt)] + c.c.
P PV (2)

C (Cs — Coo)c(2)

c.c. significa “complexo conjugado®; w é um nimero complexo, cujas partes real
R(w) e imaginaria J(w) sdo, respectivamente, a frequencia e a taxa de crescimento
da perturbacao. Os parametros a e [ sao as componentes do vetor de onda da
perturbacgao ao longo das dire¢oes radial e azimutal.

A curva de estabilidade neutra "passeia” num espago (de certa forma abstrato)
arranjado por triplas da forma (Re, «, 5). Para cada valor de €, isto é, a velocidade
angular do eletrodo giratério, tem-se uma curva diferente, assumindo intimeras tra-
jetorias que sao dirigidas pelos valores de Re, a e 3. Este fato mostra a diversidade
de modos instaveis que podem surgir no sistema.

Em coeréncia com as analises feitas até o momento, existe interesse em estudar
a evolucao de modos que habitem nas vizinhangas da curva de estabilidade neutra.
Perturbar o campo acoplado com intensidades diferentes do vetor de onda (afetando-
o inteiramente) e analisar se tal perturbacao se amplifica ou nao, trata-se do estudo
nao-linear da evolucao da solucao generalizada de von Karman perturbada. Tal
estudo pode ser feito gracas a modelagem do problema pelo método dos elementos
finitos. No entanto, em nossos estudos, o termo temporal wt ndo é levado em conta
nas perturbagoes, ja que o campo perturbado com o acréscimo da influéncia do vetor
de onda, apenas, é inserido na malha de elementos finitos como condicao inicial de
simulagao.

Talvez, uma das principais razoes que subsidiam investigagoes de estabilidade
deve-se ao fato de que nao se pode opinar a respeito da evolucao de sistemas fisicos
sob a ética puramente deterministica, ja que o endossamento estrito de fendmenos
puramente estaveis atordoa-se com a interferéncia de fendmenos cadticos, repletos

de incerteza e imprevisao.

5.4 Consideracoes Computacionais

5.4.1 Meétodos Incorporados ao Cédigo em C++

Na linguagem UML do c6digo de elementos finitos apresentada em [14], percebemos
o papel fundamental das classes em C++ na preparacao da malha e para as simula-
goes em si. Neste trabalho, alguns métodos (fungoes) foram agregadas a estas classes,

as quais descrevemos a seguir. As funcoes direcionadas a imposicao de perturbagoes
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da solucao de von Karman como condigao inicial de simulacao atendem as necessi-
dades deste tépico da nossa pesquisa, bem como fornecem alguma versatilidade ao
cbdigo, possibilitando que superposicoes combinadas entre diferentes perturbagoes
e ainda com amplitudes distintas possam ser carregadas na malha. Diante disso,
uma vertente para experimentacoes com perturbacoes variadas se abre e pode vir
a ser intencionada futuramente. Além dos métodos correlatos a insercao de pertur-
bacoes, criamos alguns métodos para a simulacao do desenvolvimento de um vortice
de Lamb-Oseen [71] a fim de testarmos a melhoria do método semi-lagrangeano. A
equagdo do vortice é apresentada no Cap. [0

Uma vez que nao se julga necessario desenhar um diagrama UML de classes
complexo apenas para apresentar os novos métodos acrescentados, faremos uma
breve e simples descri¢ao deles.

Em Model3D, classe responsavel pelo pré-processamento da simulacao, acrescen-

tamos:

e + SetAlphaPerturb(double) : void - configura a componente o do vetor

de onda da perturbagao;

e + SetBetaPerturb(double) : void - configura a componente 5 do vetor

de onda da perturbagao;

e + SetRePerturb(double) : void - configura o nimero de Reynolds se-
gundo a formulagao proveniente da anélise de estabilidade linear. Isto é, este

valor representa a coordenada radial do disco onde a anélise é feita [72];

e + SetAmplitude(double) : void - configura o fator de amplificacao da per-

turbagao;

e + ReadBaseStateFiles(char) : void - método responsavel pela leitura

dos arquivos contendo o perfil do estado-base;
e + ReadPerturbationsFiles(char) : void - idem para as perturbagoes;

e + CalculateBase() : void - determina a condic¢ao inicial da malha confi-

gurando o estado-base;

e + CalculatePerturbations() : void - determina a condicao inicial da

malha configurando as perturbacoes;

e + UExact() : void - determina a condigao inicial do perfil de velocidade do

vortice de Lamb-Oseen na direcao x;

+ VExact() : void - idem na diregao y;
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e + WExact() : void - idem na direcao z.

Em Simulator3D, o simulador em si, acrescentamos um dos mais importantes

métodos deste trabalho:

e + stepSLIterator() : void - executa as iteragdes internas para o método

semi-lagrangeano a cada passo de tempo de simulacao.

Na classe SemiLagrangian, que administra todas as computacoes envolvendo o

método semi-lagrangeano, acrescentamos:

e + getDepartElemMean(double time, clVector u, clVector v,
clVector w) : void - faz a integracao para tras no tempo procurando pelo
elemento onde a particula estara apods ser retardada com a velocidade média

definida no algoritmo;

e + computeMean(double time, clVector u, clVector v, clVector w)
void - armazena o vetor velocidade calculado no ponto de partida encontrado

pelo método getDepartElemMean;

e + verifyFirstStep : bool - método que verifica a existéncia do passo ini-

cial de simulacao, desprezando a chamada de computeMean em caso positivo;

e + setFirstStep(bool) : void - método criado para agir em contraponto

ao método anterior a fim de contornar ma interpretacdo algoritmica.

O construtor clVector precedendo alguns dos objetos acima pertence a classe
clVector, a qual reune uma série de métodos e operagoes especificas para espagos
vetoriais. Nela estdo incutidos métodos para calcular normas, redimensionalizar
vetores, copiar ou substituir entradas, etc.

InOut é a classe responsavel por salvamentos e impressoes de dados de en-

trada/saida. Nela, acrescentamos:

e + SaveError(& UExata, & VExata, & WExata) : void - faz o cdlculo do
erro relativo Lo entre a solucao das equagoes de Navier-Stokes dada pelo
vortice de Lamb-Oseen e a solucao numérica calculada com o método

stepSLIterator().

Como ¢ perceptivel, a maioria dos métodos sao do tipo void; o sinal “+* significa que
sao public, ou seja, métodos publicos. Além disso, alguns deles sao parametrizados

ou por valor ou por referéncia.
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5.4.2 Solucao dos Sistemas Matriciais

Para a solugao numérica das equagoes de Navier-Stokes, o acoplamento com a
pressao exige um tratamento minucioso dos sistemas matriciais. Para isso, métodos
de projecao sao comumente usados. No coddigo computacional, tais métodos foram
utilizados. Contudo, em [I4] ji existe uma introdugdo ao assunto e nos restringire-
mos a dar algumas referéncias da literatura sobre esses tipos de métodos, inclusive
aqueles conhecidos como métodos de passo fracionario ou splitting. No interesse,
sugerimos a investigagao de [73], [74], [75], [76], [77], [78] e [79].

Outra ferramenta utilizada na solugao dos sistemas matriciais, a qual também
responde pelas operagoes de pré-condicionamento, foi a biblioteca PETSc (Portable
and Eztensible Toolkit for Scientific Computing, em inglés), disponibilizada em
codigo aberto na rede mundial de computadores [80]. Os pacotes utilizados por
esse conjunto de bibliotecas, bem como as rotinas nele inseridas sao vastas e re-
querem um pouco de tempo de aprendizado e maturidade. A PETSc é chamada
no escopo da func¢do principal main do cédigo em C++. Neste trabalho, foram
utilizadas as rotinas KSPBICG e PCJACOBI. KSPBICG ¢ uma rotina baseada na teoria
de espacos de Krylov da Algebra Linear e usa também o método dos Gradientes
Bi-Conjugados, ao passo que PCJACOBI ¢ um tipo de pré-condicionador baseado no

método de Jacobi.

5.5 Resultados e Analise

5.5.1 Reconstrucao dos Perfis de Perturbacao

Em [I3], foi apresentado um estudo detalhado sobre a influéncia do acoplamento da
espécie quimica ao campo hidrodinamico e alguns modos tanto para a regiao quimica
quanto para a regiao hidrodinamica foram calculados. Para efeito de simplicidade,
definamos a tripla real dada por M, = (ay, 34, Re,) como sendo um modo quimico
com o qual executamos as simulagoes, onde «, e Re, com seus devidos subscritos,
sao as componentes do vetor de onda e o nimero de Reynolds relacionado a com-
ponente radial de analise. A baixa influéncia dos efeitos hidrodinamicos observados
credita a classe de modos quimicos privilégio de discussao.

Os perfis de perturbacao tiveram de ser reconstruidos através da ferramenta
MATLAB(©) antes de serem implementados no codigo em C++. Essas rotinas pu-
deram gerar arquivos de dados para serem lidos por um dos métodos em C++ e enfim
passarem a informacao a malha de elementos finitos. Neste aspecto, uma série de
dados que extraimos decorre de M, = (0,5000; 0, 33949; 60, 394), um modo quimico
proveniente de [I3]. Nas plotagens apresentadas a seguir, os gréaficos com linhas

espessas representam a parte real da perturbacao, isto é, sua taxa de crescimento,
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a0 passo que os graficos com linhas tracejadas representam a parte imaginaria, neste
caso, sua frequencia.

Na Fig. (5.1) vemos a plotagem do perfil f de perturbacgao para a componente
radial da velocidade ao longo do eixo z. Percebemos que a taxa de crescimento
apresenta uma pequena variacao nas proximidades da superficie do eletrodo, es-
tando encerrada por valores da ordem de 0,2. Em seguida, ainda na regiao da
camada limite do disco, nota-se um crescimento monotoénico no perfil, o qual atinge
um valor maximo pouco acima de 0,8 decaindo em seguida e se aproximando as-
sintoticamente de zero a medida que vai deixando a regiao da camada limite; por
outro lado, a frequencia da perturbacao possui uma variacdo mais estendida que a
taxa de crescimento na regiao proxima a superficie do eletrodo e alcanga um valor
maximo quase em 1,2, decaindo com menos inclinagao e tendendo também a zero

assintoticamente a medida que se afasta da regiao da camada limite.

Figura 5.1: Perfil de perturbacao f x z com M, = (0, 5000; 0, 33949; 60, 394).

A plotagem do perfil g de perturbacao para a componente azimutal da veloci-
dade ao longo do eixo z pode ser vista pela Fig. . A taxa de crescimento
para esta perturbagao assume um comportamento tal que na regiao proxima a su-
perficie do eletrodo um perfil crescente se desenvolve atingindo um valor maximo
proximo de 2,0. Em comparagao ao perfil f, o perfil g assume uma faixa de valores
qualitativamente da ordem de duas vezes os valores do primeiro. Ja a frequencia é
caracterizada por um grafico com oscilagoes fracas, da ordem de 1. Tanto os grafi-
cos de taxa de crescimento quanto de frequencia tendem para zero a medida que os
pontos se afastam da camada limite. Este comportamento assintético esté presente
nos graficos dos perfis de perturbacgao de cada variavel e ndo necessitamos extenuar
o texto.

O perfil h tem um comportamento um tanto quanto simples, como vemos na
Fig. . A taxa de crescimento confina-se a uma faixa de valores da ordem de
0,4, bem abaixo do que acontece em f e g. Isto nos leva a verificar que o campo de

velocidades na regiao proxima a superficie do eletrodo sofre influéncia mais intensa
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Figura 5.2: Perfil de perturbacao ¢g x z com M, = (0, 5000; 0, 33949; 60, 394).

de perturbagoes nas dire¢oes radial e azimutal, isto é, durante a existéncia do efeito
centrifugo que lanca o fluido para longe do disco. O perfil da frequencia é quase um

reflexo do perfil da taxa de crescimento em torno do eixo z.

Re(h)
Im(h)

o1t

02F ¢

0.3
0

z

Figura 5.3: Perfil de perturbacao h x z com M, = (0,5000; 0, 33949; 60, 394).

No que diz respeito a concentracao, a plotagem do modo quimico é como vista
na Fig. e é uma reproducao daquele em [13].

Na Fig. , plotamos todos os perfis juntos, f, g, e h, por onde se percebe
através da maior densidade dos graficos a plena variacao das perturbagoes na regiao
da camada limite. Por sua vez, a Fig. ¢ uma plotagem do campo vetorial de
perturbagoes para a velocidade em um plano no interior da camada limite. O for-

mato espiralar da estrutura gerada pode ser verificado visualmente sem dificuldades.

5.5.2 Refinamento de Malha

A busca por uma representagdo mais precisa dos fenomenos de perturbacao na ca-
mada limite exigiu a confec¢ao de uma malha espacada exponencialmente na dire¢ao

z, sendo necessaria a inser¢ao de uma quantidade considerdvel de pontos na regiao
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Figura 5.4: Perfil de perturbacao ¢ x z com M, = (0,5000; 0, 33949; 60, 394).
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Figura 5.5: Perfis de perturbacao f,g,h x z com M, = (0,5000; 0, 33949; 60, 394).
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Figura 5.6: Campo vetorial de perturbacao com M, = (0, 5000; 0, 33949; 60, 394).

superficial. Neste sentido, observou-se que outras malhas, embora construidas tam-
bém com espacamento exponencial, mas de acordo com uma lei de distribuicao
diferente, tinham dificuldades de representar os dados naquela regiao. Por sua vez,
o custo computacional para a montagem dos sistemas matriciais tornou-se alto, ja

que o numero de pontos nodais alcangava a ordem de 1.000.000 e o uso de meméria
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RAM atingia o pico de 18Gb.

Essa alta resolugao, se nao satisfeita razoavelmente, pode provocar profundas
interferéncias na interpretacao e visualizacao dos dados. A fim de ilustrar como isso
pode acontecer, plotamos abaixo uma série de espirais com distribuigoes diferentes
de pontos na diregdo r apenas criadas com o programa MATLAB(C), no intuito
de verificar que a periodicidade das espirais, ou a medida do nimero de “bragos”
visualizados, ou ainda o sentido de rotacao delas, sdo afetados a medida que se
refina a malha nesta direcdo. No entanto, no ambito da realidade computacional de
alto processamento, a imagem qualitativa das espirais pode ser menos fiel ao que se
espera.

Considerando o raio do disco equivalente ao uso de M, =
(0,5000;0,33949; 76,5854), ponto localizado na proximidade central da
regiao instavel de modos quimicos, verificamos que para determinados es-
pacamentos de pontos, as espirais parecem mudar o sentido de rotacao.
M, = (0,5000; 0, 33949; 76, 5854) se diferencia de M, = (0, 5000; 0, 33949; 60, 394) no
numero de Reynolds, obviamente. Para fins de andlise, provocar tal deslocamento
no nimero de Reynolds - porém, o Reynolds interpretado como medida do raio do
disco - é forcar o modo a ser instavel, afastando-o da curva neutra. Entende-se que
esse pequeno ajuste no modo nao descaracteriza a integridade do que se pretende

investigar, uma vez que qualquer acréscimo ao estado-base é uma perturbagao.

Figura 5.7: Espiral com espacamento 0.5 na direcao r.

Para os espacamentos 0.5, 1, 2 e 3, ainda ¢ possivel distinguir claramente os
contornos dos bracos, capacidade que vai se transformando com espagamentos supe-
riores. Nos casos de 6 a 10, ja é factivel, com algum esforco, a observagao de bragos
formando-se com dire¢do anti-horaria de curvatura quando acompanhamos os dados
estruturados na cor vermelha, por exemplo.

Para espacamentos de 10, 12 e maiores, as espirais se desestruturam potencial-

mente.
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irecao r.

Espiral com espacamento 1 na d

Figura 5.8

irecao r.

Espiral com espacamento 2 na d

Figura 5.9

irecao r.

Espiral com espacamento 3 na di

Figura 5.10

irecao r.

Espiral com espacamento 4 na d

Figura 5.11
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Figura 5.12: Espiral com espacamento 5 na diregao r.

Figura 5.13: Espiral com espagamento 6 na diregao r.

Figura 5.14: Espiral com espagamento 7 na diregao r.

Figura 5.15: Espiral com espacamento 8 na direcao r.
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Figura 5.16: Espiral com espacamento 9 na diregao r.
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Figura 5.17: Espiral com espagamento 10 na direcao r.
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Figura 5.18: Espiral com espagamento 12 na direcao 7.

Figura 5.19: Espiral com espagamento 14 na direcao 7.
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5.5.3 Variacao da Concentracao em Alguns Raios do Disco

A escala de redimensionamento da malha provoca a saida de dados com o raio r
variando no intervalo 0 < r < 100. Diante disso, tomamos para cada iteracao
escolhida, seis valores para r, a saber, r = {5,15,45,60, 80,100}. Esta distribui¢ao
para r é suficiente para alcancarmos medidas qualitativas da atuacao da perturbagao
ao longo de uma regiao planar do disco. No entanto, tal andlise presta-se a um
unico plano na coordenada z. Assim, os resultados apresentados foram tomados a
partir do plano z = 0,125, que se encontra em uma regiao axial onde a variagao
de concentragao ¢ maximizada. Isto ¢, devido a insercao do modo quimico M, =
(0,5000; 0,33949; 60, 394), de perturbacdo, nota-se, analisando a Fig. (5.4)), que,
numa certa faixa de planos vizinhos a z = 0, 125, mais precisamente entre z = 0, 100
e z = 0,200, a influéncia das maiores taxas de crescimento é dominante. Observou-se
que, nesta faixa de z, as variacoes alcancam valores na ordem de 1072,

Em cada plotagem ao longo dos arcos, a concentracao média é avaliada através do
grafico em traco-ponto. Por causa da construgao da malha, a quantidade de pontos
de avaliagdo é menor em raios menores, o que torna a interpolacao dos graficos -
com variacao - melhor a medida que r aumenta.

Outro dado que registramos é a variancia amostral (VA) de concentracao ao

longo do comprimento de arco e para cada raio, calculada através da férmula:

| e 1/2
VA(r) = ( Z(cj—c)) j=1,...,nc,
ne =
onde nc é o nimero de pontos de avaliagdo de concentragdo e ¢ ¢ a concentragao
média, ambos ao longo de 6.

Em virtude da extensa quantidade de dados que pode ser extraida de cada ite-
racao, limitamo-nos a 4 iteragoes apenas, mostrando como as espirais formadas na
simulacao do disco perturbado se comportam ao longo do tempo. Cortes tangenciais
ao plano z = 0, 125 sao feitos para visualizacao. O espagamento entre as iteracoes é

razoavel para se acompanhar a evolu¢ao temporal das estruturas formadas.
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Iteracao 0

A Fig. (5.20) mostra as espirais formadas com o campo da espécie quimica pertur-

bado na iteracao 0, isto é, no instante inicial de simulacao:

concentration
E. 178403

0.17
0.16
0.15

0.14
0.134226

Figura 5.20: Simulagdo do disco perturbado, plano z = 0, 125, iteracao 0.

Plot r =5, iteragdo 0
T

01BF

0175

0185 |

Figura 5.21: Variagdo de ¢ ao longo do arco # para r = 5, iteragao 0.
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Plot r=15, iteragdo 0

0175 -
017
0.165 H
0167

- U
0.155 H

0.145 -

014 -

0135+

Figura 5.22: Variagao de c ao longo do

arco 0 para r = 15, iteragao 0.

Plot r= 45, iteragéo 0
T

L L
100 150
[z}

L
200

L
260

Figura 5.23: Variagao de c ao longo do arco # para r = 45, iteracao 0.
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Plot r =60, iteraggo 0
T

L
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Figura 5.24: Variagao de c ao
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Plot r= 80, iteraggo 0
0I8F T T T T T T T T T !

0.175

.17

0.165

0.145

014

0135

L L I I I L L I
1} a0 100 150 200 260 300 350 400 450 500
[:]

Figura 5.25: Variagdo de c ao longo do arco # para r = 80, iteracao 0.

Plot r= 100, iteragéo O
T

01gF T T T L
0175+
017 -

0165 B

“ passl] 1
015 .
0.145 ,
0.4 ,

0135 B

Figura 5.26: Variagdo de ¢ ao longo do arco 6 para r = 100, iteragao 0.
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Iteracao 12

A Fig. (5.27)) mostra as espirais formadas com o campo da espécie quimica pertur-
bado na iteracao 12, quando as estruturas come¢am a demonstrar o principio de um

anel de saturagao proximo ao centro:

concentration
173253
0.17

0.16
0.15

0.14
0.138481

Figura 5.27: Simulagdo do disco perturbado, plano z = 0, 125, iteracao 12.

Plot r=5, iteragéno 12
T

Figura 5.28: Variacao de ¢ ao longo do arco # para r = 5, iteragao 12.
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Figura 5.29: Variacao de c ao longo do
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0.15
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Figura 5.30: Variagao de c ao longo do

017

0.185

0.16
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Plot r= 15, iteragéo 12
T T

arco 0 para r =

15, iteracao 12.

Plot r = 45, iterag&o 12
T

L
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L
180
[:]

Plot r =60, iteragdo 12
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Plot r =180, iteragso 12
T T T T
017

0165 -

015

0.145

L L L L L L L L |
1} 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
[z}

Figura 5.32: Variagao de c ao longo do arco # para r = 80, iteracao 12.

Plot r =100, iteragéo 12
T

0175 F T

017 |- &

0.1B5 |

0.16

0185

0.145 4

I L L I I I
[1} 100 200 300 400 500 600
]

Figura 5.33: Variacao de ¢ ao longo do arco 6 para r = 100, iteracao 12.
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Iteracao 26

A Fig. (5.34]) mostra as espirais formadas com o campo da espécie quimica pertur-
bado na iteracao 26, quando o anel de saturagdo se alarga para raios maiores e a

variacao de concentragao é reduzida ao longo dos bragos para os raios mais proximos
da borda:

concentration

.170883
0.17

0.16

0.15

0.14139

Figura 5.34: Simulagao do disco perturbado, plano z = 0, 125, iteracao 26.

Plot r=5, iteragéo 26
T

015

016

0185 -

015

0145 -

014

Figura 5.35: Variacao de ¢ ao longo do arco # para r = 5, iteragao 26.
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Plot r =15, iteragéo 26
T T

01855 1

0155

01545

0.154
o

01535

0153

01525

0152

Figura 5.36: Variacao de ¢ ao longo do arco # para r = 15, iteracao 26.

Plot r= 45, iteragéo 26
0.16 T T T

0158 -

0156 H

o 0.154F pal . . L ) \ . k|

01521 b

0.15 b

0.148 L L L L L
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[:]

Figura 5.37: Variagdo de c ao longo do arco # para r = 45, iteracao 26.

Plot r =80, iteragdo 26
0.182 T T T

0158 -

0.156 H

o 01541 al

0152 H

0.15 B

0148 - b

0.146 L I I L I I I
1} 50 100 150 200 250 300 350

Figura 5.38: Variacao de ¢ ao longo do arco # para r = 60, iteracao 26.
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Plot r=80, iteragéo 26
T

01821 B

0188
0156
o 0154 H E

0152 H

0.148 4

0146 4

0144 L L L L L L L L L
1} 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

[z}

Figura 5.39: Variacao de ¢ ao longo do arco # para r = 80, iteracao 26.

Plot r = 100, iteragéo 26
0172 T T

T
017 | g
0168 g
0186 | g
0184 F g

o 0162 H
016 1
01581
0156

0184 -

0.152 I L L I I I
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Figura 5.40: Variagao de c ao longo do arco 6 para r = 100, iteragao 26.
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Iteracao 38

A Fig. (5.41]) mostra as espirais formadas com o campo da espécie quimica pertur-
bado na iteragao 38, quando o pico de variacao méaxima se reduz por uma regiao

maior e se concentra em torno de 0,15:

concentration

.170029
0.17

0.16
0.15

0.141346

Figura 5.41: Simulagdo do disco perturbado, plano z = 0, 125, iteracao 38.

Plot r=45, iteragéo 33
T

016

0185 -

015+

0145

014

Figura 5.42: Variacao de ¢ ao longo do arco # para r = 5, iteragao 38.
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Plot r =15, iterag&o 38
0.152 T T T

01515

0151

0.1505 L L L L L L L L L
[1}

Figura 5.43: Variacao de ¢ ao longo do arco # para r = 15, iteracao 38.

Plot r = 45, iterag&o 38
T

T T
0154 B

0183 i
0182 1
0.151
0.15

DMBL 4
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Figura 5.44: Variagdo de c ao longo do arco # para r = 45, iteracao 38.

Plot r =60, iteragdo 38
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Figura 5.45: Variacao de ¢ ao longo do arco # para r = 60, iteracao 38.
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Plot r =80, iteragéo 38
T T T

0156 - B

0154 4

0148k
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1} 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

[z}

Figura 5.46: Variacao de ¢ ao longo do arco 6 para r = 80, iteracao 38.

Plot r =100, iteragéo 35
T

0.168

0.166

0.164

0162 H H

016 B

Figura 5.47: Variagao de c ao longo do arco 6 para r = 100, iteragao 38.
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Variancia Amostral

Abaixo, encontra-se a tabela com os valores da Varidncia Amostral (VA) para os

raios e iteragoes considerados:

Tabela 5.1: Variancia Amostral por iteragao.

r=>5 | Iteragao VA

0 4,3347.10718
12 4,7682.10~17
26 7,3689.10~17
38 9,1028.10717

r =15 || Iteracao VA

0 2.0043.10~16
12 6,2071.10716
2  2,2709.10~17
38 7,3931.10716

r =45 || Iteracao VA

0 3,7835.10716
12 1,7121.10°1
26 1,1511.10°%
38 1,8698.101¢

r =60 || Iteracao VA

0 2,7272.1071°
12 1,9097.10-%
26 1,1769.1071¢
38 1,1048.10°1

r =80 || Iteracao VA

0 3,0367.10716
12 3,3875.10716
26 1,9185.1071
38 5,1087.10716

r =100 || Iteracao VA

0 2,6430.10~1°
12 8,6301.10~17
26 5,9548.10~1°
38 1,7849.10-16
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Capitulo 6

Testes Numeéricos e Validacao de
Cédigo

6.1 Testes Numéricos: Método SL

Nesta secao descreveremos os resultados do teste numérico que foi utilizado para
validar o c6digo computacional implementado para integracao mais acurada das
trajetorias correlatas ao Método Semi-Lagrangeano do Cap. ().

As simulacoes foram feitas tendo por dominio uma malha estruturada de ele-
mentos finitos, fixa e com geometria similar a um cubo achatado. As medidas
adimensionais da malha nas trés dire¢oes sao dadas por [ x [ x h, onde [ é o com-
primento nas diregoes x e y e se considera na direcdo z uma espessura pequena h,
equivalente ao comprimento de uma unica camada de elementos tetraédricos. Em-
bora tais medidas possam ser alteradas pela mudanca de um fator de escala, por
conveniéncia de adimensionalizagao, estabelecemos que [ = 1,0, obtendo, neste caso,
h = %l. O refinamento de malha ¢é ajustado com a escolha de uma quantidade de
pontos de particao nas dire¢oes horizontal e vertical. Uma malha de 20x20 pontos,
ou nés, pode ser vista pela Fig. (6.1).

A fim de se alcancar maiores detalhes de comparacdo das trajetérias, escolhe-
mos o vortice de Lamb-Oseen [71], que é uma solucao analitica para as equagoes de
Navier-Stokes. A escolha do voértice deve-se ao fato de as trajetorias das particu-
las movimentarem-se curvilinearmente, facilitando a visualizacao das melhorias de
aproximagcao, bem como pela sua caracteristica de o perfil de velocidades caminhar
para a estabilidade apdés um tempo razoavel ter decorrido, sendo coerente, portanto,
com os paradigmas de verificacao numérica. O perfil de velocidades do voértice é

dado pelas seguintes equagoes em coordenadas cilindricas (r, 6, z):
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v.(r,t) = 0

vp(r,t) = oy

v,(r,t) = 0
(6.1)

Acima, t representa o tempo, I' é a circulacdo na abdébada do vortice, v é a viscosi-
dade cinematica do fluido considerado e r, é o raio do nicleo do vértice.

O voértice é inserido como condicao inicial na malha, de modo que o eixo que corta
o centro de seu ntcleo intersecte os tinicos pontos centrais das superficies inferior e
superior da mesma. O ntcleo é forcado a estar levemente desenvolvido. As veloci-
dades nas direc¢oes radial e axial, isto é, v, e v, sdo mantidas nulas ao longo do tempo,
encarregando a coordenada vy de imprimir um movimento de carater puramente cir-
cular ao vortice. Em coordenadas cartesianas, vy é decomposto em v, = —vgcost e
vy = vgsent), logo, o vortice gira no sentido anti-horario. O parametro I' é respon-
savel por amenizar ou intensificar a velocidade na componente azimutal, fazendo
com que o giro seja mais rapido ou mais devagar. O efeito da exponencial sobre o
perfil contribui para seu decaimento, que tende a zero para tempos longos e pode
ser antecipado por um alto valor de viscosidade. Condigoes de outflow foram im-
postas sobre todo o contorno lateral da malha para permitir que o vértice se disperse
livremente. Observou-se, experimentalmente, que a imposi¢ao de outras condigdes
de contorno, tais como pressao ou velocidades nulas introduziam erros que masca-
ravam os resultados.

Matematicamente, temos T = Q x ©, com Q = [0,[] x [0,{] x [0, h] e © = [to, t].
Considere x € Ry @ d(x,X.) <7y pontos pertences ao circulo de raio r,.; e centro

X.. Esses pontos recebem o perfil de velocidade dado pelo vértice. Considere x €

R |2Zzmes (x:ﬁ”)? + omge) " =1 a> b um cilindro eliptico de concentracio imerso
no voértice. A evolugdo no tempo desta mancha de concentracao é analisada abaixo
para alguns valores de CFL e tamanhos de malha diferentes. Daqui em diante, SLL;4
e S, e serao definidos como os métodos numéricos SL de aproximacao antigo e novo,
respectivamente. Tabelas mostrando o erro relativo obtido produzido pela simulacao
do vortice com cada um dos métodos foram criadas, ja que a ténue diferenca entre
eles ndo torna a visualizacao grafica muito aproveitavel. A reducao de erro na parte
advectiva da equacao ¢ observada para certos casos, no entanto o erro permanece
com mesma ordem.

O célculo para o erro relativo foi feito em obediéncia a versao discretizada da
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norma, Lo:

onde u and uy, sao, respectivamente, os campos de velocidade das solugoes exata

Com o passar do tempo de simulacao, a

e aproximada para cada né n da malha.

existéncia dos varios tipos de erro inerentes a discretizacao e solucao da equacao de

Navier-Stokes mantém a norma || u — uy, || ndo-nula.

Figura 6.1: Malha tetraédrica de testes (vista 3D).

6.1.1 Determinacao do passo de tempo a partir do C'FL

O passo de tempo A7 das simulacoes é determinado a partir do método setCf1 ou do

método setCf1Disk - ambos do tipo void - caso se trabalhe com os testes numéricos

/

, uma Uunica expressao para

do semi-lagrangeano ou com o disco. Admitir, contudo

AxAyAz 12
n

CFL (

AT

o C'FL pode nao ser conveniente em determinados problemas. Para as simulagoes

aqui desempenhadas, os passos de tempo sao dados, respectivamente, por:

1
o |’

)1/2

CF Ly (Afl Ay

AT, disk
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onde n é o nimero de nés da malha e &t = max{ u }.

6.1.2 Imagens e Tabelas Comparativas

Na série de figuras abaixo, sdo mostradas algumas iteragoes particulares do espalha-
mento da elipse de concentragao (no plano superior da malha), com as quais fazemos
as comparacoes. Na bateria de testes, foram rodadas 100 iteracoes para cada caso.
As tabelas sao amostragens rasas, alcangando, no méximo, 20 iteragoes de dados a
fim de nao haver acimulo. A diferenca entre os dados nas colunas de erro relativo
pode ser cautelosamente observada. Compreende-se a baixa reducao do erro devida
a aproximagao espacial.

A Fig. é apenas um auxilio por visao ampliada do vortice simulado, cuja
mancha de concentracio estd enxertada em seu ntcleo. Para efeito de comparagao,
cada bloco possui duas imagens: a imagem das simulagoes feitas com o método SIL;4
(superior) e a imagem proveniente das simulagoes realizadas com o método SL,e,
(inferior), na sequencia de dados.

E possivel observar que as diferencas mais notérias entre as simulagoes execu-
tadas por cada método estd nas variagoes de cor. Isto mostra que o novo método
consegue representar melhor as trajetorias das particulas. As regioes de maior vari-
acao de cor, consequentemente, estao nas proximidades do ntcleo do vortice, onde

a porcao de concentragao estd acumulada e sofrendo advecgao.

concenfration

Figura 6.2: Vista ampliada da concentracao simulada.
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Figura 6.4: CFL = 1, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 40.
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Tabela 6.1: Comparacao de erro: CFL = 1, Reynolds = 100, Malha 40x40.

Parametros de Simulacao

dim(Sys P)=3200 dim(Sys UVW) =36798 dim(Sys C) = 3200

Re =100 Sc =200
CFL =1 At = 0.0039
n, = 3200 Nelem = 9126
Resultados
Passo de Tempo Errye(SLya) Errye(SLpew)
0 0.0000000 0.0000000
1 0.0084402 0.0084402
2 0.0143878 0.0143414
3 0.0192682 0.0191836
4 0.0234138 0.0232760
5 0.0270458 0.0268590
6 0.0302692 0.0300310
7 0.0331609 0.0328883
8 0.0357909 0.0354837
9 0.0382101 0.0378709
10 0.0404428 0.0400775
11 0.0425179 0.0421322
12 0.0444662 0.0440554
13 0.0462966 0.0458680
14 0.0480240 0.0475781
15 0.0496641 0.0491972
16 0.0512247 0.0507385
17 0.0527129 0.0522101
18 0.0541369 0.0536164
19 0.0555019 0.0549640
20 0.0568128 0.0562599

86



Figura 6.6: CFL = 2, Reynolds = 100, Malha 20x20, iteracao 22.
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Figura 6.7: CFL = 2, Reynolds = 100, Malha 20x20, iteracao 27.

Figura 6.8: CFL = 2, Reynolds = 100, Malha 20x20, iteracao 35.
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Tabela 6.2: Comparacao de erro: CFL = 2, Reynolds = 100, Malha 20x20.

Parametros de Simulacao

dim(Sys P) =800 dim(Sys UVW)=8898 dim(Sys C) =800

Re =100 Sc =200
CFL =2 At =0.0111
n, = 800 Nelem = 2166
Resultados
Passo de Tempo Errye(SLya) Errye(SLpew)
0 0.0000000 0.0000000
1 0.0573273 0.0573273
2 0.0727306 0.0717622
3 0.0837145 0.0824047
4 0.0922264 0.0906693
5 0.0992468 0.0975232
6 0.1052170 0.1033430
7 0.1105190 0.1084770
8 0.1152760 0.1131110
9 0.1196390 0.1173350
10 0.1236740 0.1212670
11 0.1274310 0.1249370
12 0.1309600 0.1283930
13 0.1342740 0.1316660
14 0.1373950 0.1347600
15 0.1403420 0.1376920
16 0.1431360 0.1404770
17 0.1457880 0.1431350
18 0.1483080 0.1456680
19 0.1507040 0.1480840
20 0.1529840 0.1503910
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Figura 6.10: CFL = 2, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 16.
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Figura 6.12: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 20x20, iteragao 9.
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Tabela 6.3: Comparacao de erro: CFL = 2, Reynolds = 100, Malha 40x40.

Parametros de Simulacao

dim(Sys P)=3200 dim(Sys UVW) =36978 dim(Sys C) = 3200

Re =100 Sc =200
CFL =2 At = 0.0079
n, = 3200 Nelem = 9126
Resultados
Passo de Tempo Errye(SLya) Errye(SLpew)
0 0.0000000 0.0000000
1 0.0152400 0.0152400
2 0.0240959 0.0239103
3 0.0308933 0.0305128
4 0.0363133 0.0357710
5 0.0408497 0.0402117
6 0.0447442 0.0440018
7 0.0481776 0.0473304
8 0.0512493 0.0502974
9 0.0540395 0.0529845
10 0.0565998 0.0554520
11 0.0589683 0.0577325
12 0.0611736 0.0598621
13 0.0632378 0.0618585
14 0.0651801 0.0637416
15 0.0670150 0.0655247
16 0.0687550 0.0672291
17 0.0704103 0.0688568
18 0.0719898 0.0704130
19 0.0735009 0.0719042
20 0.0749502 0.0733366
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Figura 6.13: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 20x20, iteracao 13.

Figura 6.14: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 20x20, iteracao 19.
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Tabela 6.4: Comparacao de erro: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 20x20.

Parametros de Simulacao

dim(Sys P) =800 dim(Sys UVW)=8898 dim(Sys C) =800

Re =100 Sc =200
CFL=3 At = 0.0335
n, = 800 Nelem = 2166
Resultados
Passo de Tempo Errye(SLya) Errye(SLpew)
0 0.0000000 0.0000000
1 0.0721676 0.0721676
2 0.0881966 0.0870266
3 0.0992407 0.0974841
4 0.1082750 0.1060140
5 0.1156310 0.1129210
6 0.1220290 0.1189490
7 0.1277050 0.1243110
8 0.1328200 0.1291840
9 0.1374910 0.1336670
10 0.1417670 0.1378130
11 0.1457160 0.1452560
12 0.1493710 0.1486180
13 0.1527600 0.1517650
14 0.1559090 0.1547160
15 0.1588420 0.1574870
16 0.1615740 0.1600890
17 0.1641220 0.1625330
18 0.1664980 0.1648270
19 0.1687120 0.1669790
20 0.1707740 0.1689960
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Figura 6.15: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteragao 7.
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Figura 6.16: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteragao 11.
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Figura 6.18: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 33.
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Figura 6.19: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 47.
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Figura 6.20: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 65.
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Figura 6.21: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 73.
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Figura 6.22: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 84.
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Tabela 6.5: Comparacao de erro: CFL = 3, Reynolds = 100, Malha 40x40.

Parametros de Simulacao

dim(Sys P)=3200 dim(Sys UVW) =36978 dim(Sys C) = 3200

Re =100 Sc =200
CFL=3 At = 0.0118
n, = 3200 Nelem = 9126
Resultados
Passo de Tempo Errye(SLya) Errye(SLpew)
0 0.0000000 0.0000000
1 0.0209398 0.0209398
2 0.0316621 0.0311576
3 0.0394340 0.0386836
4 0.0454758 0.0445393
5 0.0503993 0.0493117
6 0.0546098 0.0533754
7 0.0582909 0.0569281
8 0.0615833 0.0600982
9 0.0645618 0.0629701
10 0.0672897 0.0656020
11 0.0698077 0.0680376
12 0.0721491 0.0703107
13 0.0743393 0.0724441
14 0.0763994 0.0744569
15 0.0783461 0.0763626
16 0.0801928 0.0781739
17 0.0819506 0.0799022
18 0.0836292 0.0815557
19 0.0852354 0.0831416
20 0.0867758 0.0846653
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Figura 6.23: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 20x20, iteragao 6.

Figura 6.24: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 20x20, iteragao 9.
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Figura 6.25: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 20x20, iteracao 13.

Figura 6.26: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteragao 4.
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Tabela 6.6: Comparacao de erro: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 20x20.

Parametros de Simulacao

dim(Sys P) =800 dim(Sys UVW)=8898 dim(Sys C) =800

Re =100 Sc =200
CFL=5 At = 0.0559
n, = 800 Nelem = 2166
Resultados
Passo de Tempo Errye(SLya) Errye(SLpew)
0 0.0000000 0.0000000
1 0.1059390 0.1059390
2 0.1178600 0.1153570
3 0.1272640 0.1246460
4 0.1358640 0.1329060
5 0.1430040 0.1397450
6 0.1493440 0.1458600
7 0.1549020 0.1512830
8 0.1598810 0.1562040
9 0.1643110 0.1606430
10 0.1682810 0.1646870
11 0.1718090 0.1683400
12 0.1749670 0.1716610
13 0.1777550 0.1746470
14 0.1802160 0.1773290
15 0.1823640 0.1797150
16 0.1842230 0.1818230
17 0.1858120 0.1431350
18 0.1871480 0.1836690
19 0.1882510 0.1852720
20 0.1891400 0.1866420
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Figura 6.28: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 21.
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Figura 6.29: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 30.

Figura 6.30: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 47.
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Figura 6.31: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteragao 58.

106



Figura 6.32: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteracao 70.
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Figura 6.33: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 40x40, iteragao 82.
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Tabela 6.7: Comparacao de erro: CFL = 5, Reynolds = 100, Malha 40x40.

Parametros de Simulacao

dim(Sys P)=3200 dim(Sys UVW) =36978 dim(Sys C) = 3200

Re =100 Sc =200
CFL=5 At = 0.0197
n, = 3200 Nelem = 9126
Resultados
Passo de Tempo Errye(SLya) Errye(SLpew)
0 0.0000000 0.0000000
1 0.0344316 0.0344316
2 0.0457800 0.0430530
3 0.0536791 0.0505322
4 0.0600913 0.0569322
5 0.0651573 0.0620130
6 0.0695815 0.0663695
7 0.0734242 0.0701727
8 0.0768833 0.0735807
9 0.0800153 0.0766771
10 0.0828940 0.0795309
11 0.0855548 0.0821780
12 0.0880348 0.0846534
13 0.0903570 0.0869783
14 0.0925425 0.0891730
15 0.0946062 0.0912514
16 0.0965611 0.0932255
17 0.0984175 0.0951037
18 0.1001850 0.0968940
19 0.1018700 0.0986031
20 0.1034800 0.1002370
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Capitulo 7
Conclusao

Pudemos constatar através deste trabalho que as equagoes de Navier-Stokes con-
tinuam exercendo um papel liderante nas simulagoes computacionais dos variados
casos cientificos envolvendo a dindmica dos fluidos. A intencao de simular o campo
de von Karman perturbado no escopo dos estudos envolvendo discos rotatérios in-
corporou, por meio do método dos elementos finitos, uma visdo mais abrangente
ao que ja se havia construido em termos da pesquisa desenvolvida com as células
eletroquimicas e o acoplamento da espécie quimica ao campo hidrodinamico. Como
foi relatado, a observacao dos efeitos hidrodinamicos na regiao da camada limite,
em comparac¢ao com os efeitos quimicos, é menos incidente, fato que nos levou a
registrar as investigacoes para o viés dos modos quimicos. Na verdade, isto era
esperado, pois os estudos ja feitos mostravam que a atividade dos modos quimicos
era superior naquele lugar.

A melhoria de um método semi-lagrangeano foi intentada, em que se buscou
primariamente a reducao do erro de aproximacao para a derivada material sob a
interpretacao lagrangeana do movimento. Em virtude de o método aqui proposto
ter se inclinado maiormente para uma aproximacao mais precisa para a trajetéria
das particulas abrangendo a dimensao espacial, os resultados atingidos sao amenos e
carentes de maior exploragao. Como visto, além de se perseguir uma melhor repro-
ducao da trajetéria no espaco, para que um método semi-lagrangeano seja robusto
e alcance favoravel qualidade, esquemas de interpolacao superiores sao requisitos
perenes. Neste trabalho, concluimos que ainda é necessario buscar solugoes que
aperfeicoem a implementacao por iteracoes internas da trajetéria aqui concebida,
bem como a interpolacao das quantidades em advecgao. Sob este foco, surgem pos-
sibilidades de construcao de métodos numéricos envolvendo, por exemplo, o tempo,
e de exploracao de ideias que a literatura sustenta. Torna-se tutil ressaltar que o
desenvolvimento de esquemas de interpolagao tem continuado mesmo com o findar
deste trabalho e, principalmente, com foco nos elementos finitos.

Nao obstante, a conexao efetuada entre o método semi-lagrangeano e o método
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dos elementos finitos da subsidios a pesquisa nao somente relacionada com aquela
que foi objeto deste trabalho - células eletroquimicas -, mas também a todas as
outras que utilizem a dindmica dos fluidos e a modelagem computacional de sistemas
convectivos como base, cujos métodos possam ser aplicados. Tendo em vista tanto
a forga quanto a expressividade que evoluem a partir de modelos desenvolvidos por
elementos finitos, podemos avaliar positivamente o conhecimento produzido através
deste trabalho. Além disso, damos entusiasmante importancia ao encargo de buscar
aproximagodes originando-se no seio de elementos finitos que possuam, além do valor
das funcoes, suas derivadas parciais como graus de liberdade. A satisfagdo de mais
este requisito, portanto, abre novas frentes de estudo.

No que tange as simulagoes computacionais, apenas o caso com a viscosidade de-
pendente da concentragao foi profundamente testado e tido como alvo em destaque,
relegando os casos de viscosidade constante e de viscosidade dependendo da altura
do disco, os quais ainda sao factiveis de estudo. Um fator preponderante que rarefaz
a execucao das simulagoes para todos os casos sao o custo computacional e o tempo
de processamento, uma vez que a observacao da fenomenologia eivada pelas pertur-
bacoes no interior da camada limite dependem de malhas com refinamento altissimo,
conduzindo a montagem de matrizes da ordem de milhares ou até milhdes de nos.
Portanto, as cortinas da computagao paralela também comecam a se abrir para a
pesquisa, dando oportunidade para a construcao, aperfeicoamento e aplicacoes de
c6digos com maior carga de paralelismo.

Perspectivas futuras para a pesquisa estao relacionadas: ao estudo de dois discos
rotatérios, ao invés de um; a efetivacido de modelos de elementos finitos robustos e
realmente aplicaveis; a esquemas de interpolacao de ordens superiores para o método
semi-lagrangeano, que clama por estar presente em novos trabalhos, auto-resgatando
sua utilidade e criando identidades para aplicagoes fora do universo meteorolégico
onde nasceu e se consagrou; a implementagao de codigos computacionais de alto
nivel que sejam fundamentados na teoria dos elementos finitos e proficientes no
tratamento das equacoes de governo.

Decerto, a carga tedrica embutida neste trabalho tende a se deslocar da aplica-
bilidade instantanea da Eletroquimica, todavia produz resultados de interesse para
a comunidade cientifica. Fluxos de von Karman estao presentes na aerodinamica, no
estudo de turbinas e na astrofisica, em movimentos de galdxias, por exemplo. Por
outro lado, estabilidade hidrodindmica continuara sendo uma metodologia praticéavel
na busca da compreensao e confiabilidade de modelos cujos comportamentos estejam

altamente relacionados & nao-linearidade.
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Apéndice A
Definicoes e Teoremas

Defini¢ao A.1 (Ciarlet) Sejam
(i) K C R™ um dominio com contorno suave por partes (o dominio do ele-
mento),

(i) P um espago de fungdes de dimensao finita em K (as funcdes de forma) e
(iii) N = {N1, No, ..., Ny} uma base para P’, dual de P (as varidveis nodais ).
Entao, (K,P,N) é chamado um elemento finito.

Definigao A.2 Seja (K, P,N) um elemento finito, e seja {¢1,da, ..., o1} a base
para P dual de N (N;(¢;) = 0;5). Ela é chamada a base nodal para P.

Definicao A.3 Uma forma bilinear a(-,-) em um espago vetorial normado H é dita

limitada (ou continua) se 3¢; < 0o tal que

[a(v,w) [<efvlly lwly — Yo,we H
e coerciva em V C H se dcy > 0 tal que
a(v,v) > e v YvoeV

Teorema A.1 (Lax-Milgram) Dado um espago de Hilbert (V,(-,-)), uma forma
bilinear, coerciva a(-,-) e um funcional linear continuo F € V, existe um tunico
u €V tal que

a(u,v) = F(v), YoeV
Versoes do teorema constam em [30] e [81].

Teorema A.2 (Teorema da Representacdo de Riesz) Sejam F' um funcional
linear e H' o dual do espaco de Hilbert H. Entdo, F € H' se, e so se, existe uma

unica fungdo v € ‘H tal que Yu € H,
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(w,0) = Fv) e [[(wo)ly = [[Fllyy

onde (u,v) € uma forma bilinear. Além disso, J : F — v é chamada fungdao de

Riesz.

Teorema A.3 (Teorema da Divergéncia ou de Gauss) Sejam B uma regido
reqular do espaco cujo contorno é B, n um vetor unitdario normal ao contorno e v

um campo vetorial suave tal que v : B — V. Entdo,

/divvdV :/ v -ndA
B 0B

Para maiores resultados, vide [26].

Teorema A.4 (Teorema de Green ou da Integracdo por Partes) Seja H

um espago de Hilbert e Q@ um dominio no R™. Se u,v € H'(Q), entdo

//Q (ug;} +U§;> dX:/--~/muvnids

onde n; € a i-ésima componente do vetor unitdrio normal ao contorno 0S), corres-

pondente a varidvel x;.

Teorema A.5 (Teorema da Decomposicao de Helmholtz-Hodge) Seja  w

um campo vetorial definido em Q. Entao, w pode ser decomposto na soma

w=u-+ Vo,

onde ¢ é um campo escalar e u um campo vetorial tal que V-u=0eu-n =0, ou

seja, para qualqguer n normal ao contorno 052, u € paralelo a OS).

113



Apéndice B

A condicao de Babuska-Brezzi
(The BB-condition)

A condi¢ao de Babuska-Brezzi, derivada dos trabalhos de Ivo Babuska e Franco
Brezzi [35] (as vezes remetida como condigdo Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi), com
as contribuigoes de Olga Ladyzhenskaya [82] é uma pega fundamental na comunidade
de elementos finitos. A condicao sera apresentada como:

Sejam U e V dois espagos de Hilbert, com produto interno (-,-),; e (-,-),, res-
pectivamente. Seja B(-,-) : U x V +— R uma forma bilinear continua. Considere o
seguinte problema variacional:

Encontre u € U tal que
B(u,v) = (f,v), YvelV, (B.1)

onde f € V* (o0 espago dos funcionais lineares em V') e (-, -) é um par usual entre V*

e V. Entao, o problema (B.1]) é bem posto se, e somente se, as seguintes condigdes

valem:
B B
inf supM > 0, inf SUPM > 0 (B.2)
vl vev [[ullyllvlly veV uer [lullyllvlly
além disso, se (B.2)) vale, entdo
B B
inf supM = inf SupM =a>0 (B.3)
vl wev [lullyllolly veV et [Jullyllvlly

e a Unica solugao de (B.1]) satisfaz

17l
fully < 20

A condi¢ao como (B.2)) e (B.3) é frequentemente conhecida como condig¢io de
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Babuska-Brezzi ou, curtamente, em inglés, The BB-condition.

115



Apéndice C

Parametros Adimensionais

Comuns da Mecanica dos Fluidos

C.1 Numero de Reynolds

Devido a Osborne Reynolds, este nimero foi descoberto a partir de estudos rela-
cionados a transi¢ao do escoamento laminar ao turbulento. O ntimero de Reynolds

caracteriza o estado do escoamento. Em geral, tem-se

_pUd _Ud
==

onde U é a velocidade do fluxo, d uma longitude caracteristica descritiva do campo

Re

do fluxo e v sua viscosidade cinemética.
O significado fisico do nimero de Reynolds ¢ interpretado pelo quociente entre

as forgas inerciais e as forgas viscosas. Assim, pode ser escrito como:

p U?d?

Re = ————
(nU/d)d?

isto é,

__ bressao dinamica x drea

Re ~

tensdo viscosa x area

C.2 Numero de Schmidt

O Numero de Schmidt relaciona a espessura da camada limite hidrodindmica com

a espessura da camada limite de difusdo de massa. E dado por:

1%
Se=2
=D

onde v e D sao, respectivamente, a viscosidade cinematica e a difusividade da espécie

quimica.
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C.3 Numero de Froude

Estabelecido por William Froude e seu filho Robert Edmund Froude, o ntimero de

Froude tem um significado relevante para fluxos que apresentam superficie livre. E

dado por:

U
Vod

Quando se eleva o nimero de Froude ao quadrado, obtém-se:

Fr=

gd  pgd?

que se pode interpretar como o quociente entre as forcas inerciais e as forgas gravi-

Fr

tacionais.

C.4 Numero de Prandtl

Utilizado para relacionar a espessura da camada limite hidrodinamica com a espes-

sura da camada limite térmica do fluido, o Ntimero de Prandtl ¢ dado por:

Pr = v
o
onde v e « sao, respectivamente, a viscosidade cinematica e a viscosidade térmica
do fluido.
Geralmente, Pr = O(1) em gases, Pr > 1 em liquidos, Pr > 1 em sélidos e
Pr < 1 em metais liquidos que se difundem no fluido.
Informagoes complementares sobre adimensionalizagdo podem ser encontradas

em [83].

117



Referéncias Bibliograficas

1]

[9]

BARCIA, O. E., MATTOS, O. R., TRIBOLLET, B. “Anodic Dissolution of Iron
in Acid Sulfate under Mass Transfer Control”, J. Electrochemical Society,
v. 139, pp. 446-453, 1992.

VON KARMAN, T., ANGEW, Z. “Uber Laminare und Turbulente Reibung”,
ZAMM, v. 1, pp. 233-252, 1921.

SMITH, N. Ezploratory Investigation of Laminar Boundary Layer Oscillations
on a Rotating-Disk. Relatério Técnico TN-1227, NACA, 1946.

GREGORY, N., STUART, J. T., WALKER, W. S. “On the Stability of Three-
Dimensional Boundary Layers with Application to the Flow due to a
Rotating-Disk”, Phil. Trans. Roy. Soc. London, v. Series A, n. 248,
pp. 155-199, 1955.

MALIK, M. R. “The Neutral Curve for Stationary Disturbances in Rotating-
Disk Flow”, J. Electrochemical Society, v. 139, pp. 275287, 1986.

FALLER, A. J. “Instability and Transition of the Disturbed Flow over a
Rotating-Disk”, J. Fluid. Mech., v. 230, pp. 245269, 1991.

LINGWOOD, R. J. “Absolute Instability of the Boundary Layer on a Rotating-
Disk”, J. Fluid. Mech., v. 299, pp. 17-33, 1995.

TURKYLMAZOGLU, M., COLE, J. W., GAJJAR, J. S. B. “Absolute and Con-
vective Instabilities in the Compressible Boundary Layer on a Rotating
Disk”, Theor. and Comput. Fluid Dyn., v. 14, n. 1, pp. 21-37, 2000.

LEVICH, V. G. Physicochemical Hydrodynamics. New Jersey, Prentice-Hall,
1962.

[10] ZANDBERGEN, P., DIJKSTRA, D. “Von Karméan Swirling Flows”, Ann. Rev.

Fluid Mech., v. 19, pp. 465-491, 1987.

[11] BATCHELOR, G. K. An Introduction to Fluid Dynamics. 1st. ed. Cambridge,

Cambridge University Press, 2000.

118



[12]

[14]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

PONTES, J., MANGIAVACCHI, N., CONCEICAO, A. R. “Rotating-Disk
Flow Stability in Electrochemical Cells: Effect of Viscosity Stratification”,
Physics of Fluids, v. 16, pp. 707716, 2004.

MANGIAVACCHI, N., PONTES, J., BARCIA, O. E. “Rotating-Disk Flow
Stability in Electrochemical Cells: Effect of the Transport of a Chemical
Species”, Physics of Fluids, v. 19, pp. 114-119, 2007.

DOS ANJOS G. R. Solugio do Campo Hidrodinamico em Células FEletro-
quimicas pelo Método dos Elementos Finitos. Dissertagdo de M.Sc.,
COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil, 2007.

ESTEVES, M. J. C., CARDOSO, M. J. E. M., BARCIA, O. E. “A Debye-
Hiickel Model for Calculating the Viscosity of Binary Strong Eletrolyte
Solutions”, Ind. Eng. Chem. Res., v. 40, n. 22, pp. 5021-5028, 2001.

GURTIN, M. E. An Introduction to Continuum Mechanics. 1st. ed. New York,
Academic Press, 1981.

MALVERN, L. E. Introduction to the Mechanics of a Continuous Medium. 1st.
ed. New Jersey, Prentice-Hall, 1969.

PONTES, J. R. M., MANGIAVACCHI, N. Fenomenos de Transferéncia. Apos-
tila ed. Rio de Janeiro, Nao publicado, 2009.

BIRD, R. B., STEWART, W. E., LIGHTFOOT, E. N. Transport Phenomena.
2nd. ed. New York, John-Wiley and Sons, 2002.

ZIENKIEWICZ, O. C., TAYLOR, R. L. The Finite Element Method: The
Basis. bth. ed. Oxford, Butterworth-Heinemann, 2000.

HEATH, M. T. Scientific Computing: An Introductory Survey. 1st. ed. New
York, Mc-Graw Hill, 2000.

ZIENKIEWICZ, O. C., TAYLOR, R. L. The Finite Element Method: Fluid
Dynamics. 5th. ed. Oxford, Butterworth-Heinemann, 2000.

GIRAULT, V., RAVIART, P. A. Finite Element Approximation of the Navier-
Stokes Equations. Berlin, Springer-Verlag, 1979.

HUGUES, T. J. R. The Finite Element Method: Linear Static and Dynamic
Finite Element Analysis. New Jersey, Mc-Graw Hill, 2000.

CIARLET, P. G. The Finite Element Method for Elliptic Problems. 2nd ed.
New York, STAM, 2002.

119



2]

[27]
28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[34]

[35]

[38]

[39]

[40]

REDDY, J. N. Applied Functional Analysis and Variational Methods in Engin-
nering. New York, McGraw-Hill, 1986.

ADAMS, R. A. Sobolev Spaces. 1st. ed. New York, Academic Press, 1975.
RUDIN, W. Functional Analysis. New York, Mc-Graw Hill, 1973.

ERN, A., GUERMOND, J. Theory and Practice of Finite Elements. New York,
Springer-Verlag, 2004.

BRENNER, S. C., SCOTT, L. R. The Mathematical Theory of Finite Element
Method. 1st. ed. New York, Springer-Verlag, 1994.

WAIT, R., MITCHELL, A. R. Finite Element Analysis and Applications. Great
Britain, John Wiley and Sons, 1985.

ZIENKIEWICZ, O. C., MORGAN, K. Finite Elements and Approximation.
New York, John-Wiley, 1983.

ARNOLD, D. N., BREZZI, F., FORTIN, M. “A Stable Finite Element for the
Stokes Equations”, Calcolo, v. 21, n. 4, pp. 337-344, 1984.

DEMKOWICYZ, L. Babuska If and Only If Brezzi? Relatério Técnico 06-08,
ICES, The University of Texas at Austin, Texas, United States, 2006.

XU, J., ZIKATANOV, L. Some Observations on Babuska and Brezzi Theories.
Relatorio Técnico AM 222, University of PennState, Pennsylvania, United
States, 2000.

DONEA, J., HUERTA, A. Finite Element Method for Flow Problems. England,
John Wiley and Sons, 2003.

TAYLOR, C., HOOD, P. “A Numerical Solution of the Navier-Stokes Equations
Using the Finite Element Technique”, Comput. Fluids, v. 1, n. 1, pp. 73—
100, 1973.

WINN-NIELSEN, A. “On the Application of Trajectory Methods in Numerical
Forecasting”, Tellus, v. 11, pp. 180-196, 1959.

SAWYER, J. S. “A Semi-Lagrangian Method of Solving the Vorticity Advection
Equation”, Tellus, v. 15, pp. 336-342, 1963.

BONAVENTURA, L. An Introduction to Semi-Lagrangian Methods for Geo-
physical Scale Flows. In: Ercoftac leonhar euler lectures, Swiss Federal
Institute of Technology Zurich, Zurich, Swiss, 2004.

120



[41]

[42]

[45]

[46]

[50]

[51]

STANIFORTH, A., COTE, J. “Semi-Lagrangian Integration Schemes for At-
mospheric Models-A Review”, Monthly Weather Review, v. 119, pp. 2206—
2223, 1991.

SMOLARKIEWICZ, P. K., PUDYKIEWICZ, J. A. “A class of Semi-
Lagrangian Approximations for Fluids”, Journal of the Atmospheric Sci-
ences, v. 49, n. 22, pp. 2082-2096, 1992.

BARTELLO, P., THOMAS, S. “The Cost-Effectiveness of Semi-Lagrangian
Advection”, Monthly Weather Review, v. 124, n. 12, pp. 2883-2897, 1996.

BERMEJO, R. “On the Equivalence of Semi-Lagrangian Schemes and Particle-
In-Cell Finite Elements Method”, Monthly Weather Review, v. 118, n. 4,
pp. 979-987, 1990.

PIRONNEAU, O. “On the Transport-Diffusion Algorithm and Its Applications
to the Navier-Stokes Equations”, Numerische Mathematik, v. 38, n. 3,
pp. 309-332, 1982.

KRISHNAMURTI, T. N. “Numerical Integration of Primitive Equations by
a Quasi-Lagrangian Advective Scheme”, Journal of Applied Meteorology,
v. 1, pp. 508-521, 1962.

ROBERT, A. “A Stable Numerical Integration Scheme for the Primitive Me-
teorological Equations”, Atmosphere-Ocean, v. 19, n. 1, pp. 35-46, 1981.

ROBERT, A. “A Semi-Lagrangian and Semi-Implicit Numerical Integration
Scheme for the Primitive Meteorological Equations”, J. Meteor. Soc.
Japan, v. 60, pp. 319-325, 1982.

MCDONALD, A., BATES, J. R. “Improving the Estimate of the Departure
Point Position in a Two-Time Level Semi-Lagrangian and Semi-Implicit
Scheme”, Monthly Weather Review, v. 115, n. 3, pp. 737-739, 1987.

MCGREGOR, J. L. “Economical Determination of Departure Points for Semi-
Lagrangian Models”, Monthly Weather Review, v. 121, n. 1, pp. 221230,
1993.

BONAVENTURA, L. A Second Order Scheme for Semi-Lagrangian Advection
with Accurate Approzimation of Trajectories. In: Proceedings of the 10th
International Conference on Numerical Methods in Laminar and Turbu-

lent Flow pp. 1-12, Swiss Federal Institute of Technology Zurich, Swansea,
United Kingdom, 1997.

121



[52]

[53]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

PUDYKIEWICZ, J., STANIFORTH, A. “Some Properties and Comparative
Performances of the Semi-Lagrangian Method of Robert in the Solution
of the Advection-Diffusion Equation”, Atmos. Ocean, v. 23, pp. 195-200,
1985.

COURANT, R., FRIEDRICHS, K. O., LEWY, H. “On the Partial Difference
Equations of Mathematical Physics”, IBMJ. Res. Develop. English trans-
lation of an article originally published in German in Math. Ann. 100
(1928), 32-74, v. 11, pp. 215-234, 1963.

XIU, D., KARNIADAKIS, G. E. “A Semi-Lagrangian High-Order Method
for Navier-Stokes Equations”, Journal of Comput. Phys., v. 172, n. 2,
pp. 658-684, 2001.

BABUSKA, 1., MANIL, S. “p and hp Versions of the Finite Element Method,
Basic Principles and Properties”, SIAM Review, v. 36, n. 4, pp. 578632,
1994.

BAUMANN, E., ODEN, J. T. “Discontinuous hp Finite Element Method for
Convection-Diffusion Problems”, Comput. Methods Appl. Mech. Engry.,
v. 175, pp. 311-341, 1999.

FALCONE, M., FERRETI, R., MANFRONI, T. Optimal Discretizations Steps
for a Class of Semi-Lagrangian Schemes. In: M. Falcone and Ch. Makri-
dakis, editors, Numerical methods for viscosity solutions and applications

Vol. 59, pp. 95-117, Ser. Adv. Math. Appl. Sci., 95-117, 1997.

FALCONE, M., FERRETI, R. “Convergence Analysis for a Class of High-
Order Semi-Lagrangian Schemes”, Journal on Num. Analysis, v. 35, n. 3,
pp. 909-940, 1998.

KAAZEMPUR-MOFRAD, M. R., ETHIER, C. R. “An Efficient Characteristic
Galerkin Scheme for the Advection Equation in 3-D”, Comput. Methods
Appl. Mech. Engrg., v. 191, pp. 53455363, 2002.

CHRISTOV, C. 1., PONTES, J. “Numerical Scheme for Swift-Hohenberg Equa-
tion with Strict Implementation of Lyapunov Functional”, Math. and
Comp. Modelling, v. 35, n. 1-2, pp. 87-99, 2002.

MINEV, P. D., ETHIER, C. R. “A Characteristic/Finite Element Algorithm
for the 3-D Navier-Stokes Equations Using Unstructured Grids”, Comput.
Methods Appl. Mech. Engrg., v. 178, pp. 39-50, 1999.

122



[62]

[66]

[68]

[71]

[72]

[73]

MALEVSKY, A. V., THOMAS, S. J. “Parallel Algorithms for Semi-Lagrangian
Advection”, Int. Journ. for Num. Meth. in Fluids, v. 25, n. 4, pp. 455—473,
1997.

SANDWELL, D. T. “Biharmonic Spline Interpolation of GEOS-3 and SEASAT
Altimeter Data”, Geophysical Research Letters, v. 14, n. 2, pp. 149-142,
1987.

DE BOOR, C. A Practical Guide to Splines. Rev. ed. ed. New York, Springer-
Verlag, 2001.

WANG, M., XU, J. Some Tetrahedron Nonconforming Elements for Fourth
Order FElliptic Equations. Relatério Técnico AM 290, University of
PennState, Pennsylvania, United States, 2006.

WANG, M., XU, J. A New Class of Zienkiewicz-Type Nonconforming Element
in Any Dimensions. Relatério Técnico AM 297, University of PennState,
Pennsylvania, United States, 2006.

ANDREEV, A. B., RACHEVA, M. R. “A Zienkiewicz-Type Finite Element
Applied to Fourth-Order Problems”, Journal of Comput. and Appl. Math.,
v. 235, pp. 348-357, 2010.

SILVA, R. C. C., LOULA, A. F., GUERREIRO, J. N. C. “Local Gradient and
Stress Recovery for Triangular Elements”, Computers & Structures, v. 82,
n. 23-26, pp. 2083-2092, 2004.

HIRSCH, M. W., SMALE, S. Differential Equations, Dynamical Systems and
Linear Algebra. San Diego, Academic Press, 1974.

MANNEVILLE, P. Dissipative Structures and Weak Turbulence. San Diego,
Academic Press, 1990.

DELBENDE, 1., GOMEZ, T., JOSSERAND, C., et al. “Various Aspects of
Fluid Vortices”, C. R. Mecanique, v. 332, n. 9, pp. 767-781, 2004.

MALIK, M. R., WILKINSON;, S. P., ORSZAG, S. A. “Instability and Transi-
tion in Rotating-Disk Flow”, AIAA Journal, v. 19, n. 9, pp. 1131-1138,
1981.

PEROT, J. B. “An Analysis of the Fractional Step Method”, Journal of Com-
put. Physics, v. 108, n. 1, pp. 51-58, 1993.

123



[76]

[80]

[83]

BROWN, D. L., CORTEZ, R., MINION, M. L. “Accurate Projection Me-
thods for the Incompressible Navier-Stokes Equations”, Journal of Com-
put. Physics, v. 168, n. 2, pp. 464-499, 2001.

LEE, M. J., DO OH, B., KIM, Y. B. “Canonical Fractional-Step Methods
and Consistent Boundary Conditions for the Incompressible Navier-Stokes
Equations”, Journal of Comput. Physics, v. 168, n. 1, pp. 73-100, 2001.

CHANG, W., GIRALDO, F., PEROT, J. B. “Analysis of an Exact Fractional
Step Method”, Journal of Comput. Physics, v. 180, n. 1, pp. 183-199,
2002.

CHORIN, A. J. “Numerical Solutions of the Navier-Stokes Equations”, Ame-
rican Mathematical Society, v. 22, n. 104, pp. 745-762, 1968.

KARAMANOS, G. S., SHERWIN, S. J. “A High Order Splitting Scheme for
the Navier-Stokes Equations with Variable Viscosity”, Applied Numerical
Mathematics, v. 33, n. 1-4, pp. 455-462, 2000.

SALVI, R. Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics: The Navier-Stokes
FEquations: Theory and Numerical Methods. 223 ed. New York, Marcel
Dekker, Inc, 2002.

BALAY, S., GROPP, W. D., MCINNES, L. C., et al. PETSc Users Manual.
Relatorio Técnico ANL-95/11 - Revision 3.0, Argonne National Labora-
tory, 2008.

NAYLOR, A. W., SELL, G. R. Linear Operator Theory in Engineering and
Science. 1st. ed. New York, Rinehart and Winston, 1971.

LADYZHENSKAYA, O. A. The Mathematical Theory of Viscous Incompres-
sible Flow. 2nd. ed. New York, Gordon and Breach Science Publishers,
1969.

FOX, R. W., MCDONALD, A. T. Introduccion a la Mecanica de Fluidos. 2a.

ed. México, Nueva Editorial Interamericana, 2000.

124



	Agradecimentos
	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Introdução
	Equações Governantes
	Conservação da Massa
	Conservação da Quantidade de Movimento
	Conservação de uma Espécie Química
	Uma Relação Constitutiva: Fluidos Newtonianos
	As Equações de Navier-Stokes

	Método dos Elementos Finitos
	Conceitos Generalizados do MEF
	Formulação Variacional e Método de Galerkin
	O Elemento Finito MINI
	Mudança de Coordenadas: O Sistema  (, , ) 

	Método Semi-Lagrangeano
	Aspectos Introdutórios e Conceituação do Método
	Aproximação Espacial da Trajetória por Iterações Internas
	O Algoritmo de Busca do Ponto de Partida
	Interpolação das Quantidades no Ponto de Partida
	Estabilidade dos Campos Acoplados por Elementos Finitos
	Noções Preliminares
	Equações do Estado-Base: A Solução de von Kármán
	Modos Instáveis
	Considerações Computacionais
	Métodos Incorporados ao Código em C++
	Solução dos Sistemas Matriciais
	Resultados e Análise
	Reconstrução dos Perfis de Perturbação
	Refinamento de Malha
	Variação da Concentração em Alguns Raios do Disco

	Testes Numéricos e Validação de Código
	Testes Numéricos: Método SL
	Determinação do passo de tempo a partir do  CFL 
	Imagens e Tabelas Comparativas

	Conclusão

	Definições e Teoremas
	A condição de Babuska-Brezzi (The BB-condition)

	Parâmetros Adimensionais Comuns da Mecânica dos Fluidos
	Número de Reynolds
	Número de Schmidt
	Número de Froude
	Número de Prandtl


	Referências Bibliográficas





