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Técnicas de modelagem e métodos quantitativos são fundamentais para o estudo 

e desenvolvimento da engenharia de processos; evidentemente, o processamento 

mineral não é uma exceção. No que diz respeito aos processos de cominuição, o modelo 

desenvolvido na UFRJ representa uma das principais abordagens no campo da 

modelagem avançada em cominuição. O modelo utiliza os conceitos de probabilidade 

de ruptura e energia de fratura, além de um modelo proposto sobre a fratura de 

partículas por impactos repetidos usando mecânica do dano contínuo. O trabalho teve o 

objetivo de validar este modelo na moagem de bolas utilizando ensaios de batelada. Os 

resultados mostraram que o modelo apresenta boas correlações com os ensaios 

experimentais e descreve cada um dos mecanismos presentes nestas operações. No 

entanto, algumas modificações foram necessárias a vários aspectos do modelo, tendo 

em vista a validade limitada de algumas das premissas originalmente consideradas em 

seu desenvolvimento.   

 

 



vii 

 

Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the 

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.) 

 

 MECHANICISTIC MODEL UFRJ APPLIED IN DISCONTINUED BALL MILLS 

Victor Alfonso Rodriguez 

December/2016 

 

Advisors:   Luís Marcelo Marques Tavares 

                  Rodrigo Magalhães de Carvalho 

 

Department: Metallurgical and Materials Engineering 

 

Modeling techniques and quantitative methods are fundamental for the study and 

development of process engineering; evidently, mineral processing is not an exception. 

Concerning to the comminution process, the model developed at UFRJ represents one 

of the main approaches in the field of advanced modeling in comminution. The model 

uses concept of particle breakage probability, besides a proposed model of particle 

fracture by repeated impacts using continuum damage mechanics. The objective of this 

work is the validation of this model in ball milling operations using batch tests. The 

results showed that the model presents good correlations with the experimental tests and 

describes each of the mechanisms present in these operations. However, some 

modifications were necessary to various aspects of the model, bearing in mind the 

limited validity of some of the premises originally considered in its development. 
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1 INTRODUÇÃO 

As rochas e os minerais constituem os insumos básicos mais requisitados pela 

civilização moderna. Em vista disto, vem-se observando o desenvolvimento de 

processos para modificação físico-química dos minerais, visando melhorar a sua 

funcionalidade e ampliar suas aplicações práticas. Tudo isso sem perder de vista que 

este aproveitamento deve estar comprometido com os requisitos do conceito de 

desenvolvimento sustentável, ou seja, satisfazer as necessidades do presente sem 

prejudicar as futuras gerações. 

A cominuição, a qual consiste na redução do tamanho de material sólido é uma 

importante operação em várias indústrias. Na mineração ela é necessária para expor os 

minerais valiosos, de modo a permitir a sua recuperação. Na indústria do cimento ela é 

utilizada tanto na preparação das matérias-primas quanto na moagem do clínquer, 

enquanto na área de termoeletricidade ela é usada na moagem de carvão a fim de 

promover a combustão rápida e completa dos seus constituintes, entre várias outras 

aplicações.  

Diversas estimativas sugerem que a maioria dos processos industriais de redução 

de tamanhos, em particular a moagem, apresenta baixa eficiência considerando a 

energia teórica necessária para criar nova superfície (L. G. Austin, R. R. Klimpel, 1984; 

Radziszewski, 2013). No entanto, essa limitação não tem sido contornada, uma vez que 

o desenvolvimento mais notável nesses equipamentos refere-se ao aumento de tamanho 

em moinhos rotatórios e ao desenvolvimento de outras tecnologias energicamente mais 

eficientes. Por exemplo, dentre esses cita-se o moinho de rolos de alta pressão (HPGR), 

entretanto não com a mesma capacidade em processamento.  Tendo isso em vista, a 

principal ferramenta para abordar o problema é o entendimento dos mecanismos de ação 

do processo e as influências de cada variável, com o fim de ter um maior controle do 

sistema.  Estima-se que melhorias realistas na eficiência da energia nos processo de 

cominuição, incluindo aspectos de classificação e controle de processos, pode resultar 

em economia anual de energia nos Estados Unidos de mais de 20 bilhões kWh por ano 

(Napier-Munn et al., 1996). 
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Estes desafios têm motivado a pesquisadores e engenheiros na busca pela 

operação em condições ótimas, com ganhos no aproveitamento energético, e tem 

exigido um conhecimento detalhado dos mecanismos que regem a aplicação de energia 

na fragmentação das partículas em cada um dos equipamentos de cominuição.   

Uma das operações mais importantes na cominuição de minerais é a moagem em 

moinhos de bolas. Estes moinhos são equipamentos simples, relativamente baratos de 

construir, seguros e de fácil controle (Concha, 1994). Apresentam uma amplia faixa de 

tamanho de aplicação, pois podem ser usados desde a moagem primaria (± 20 mm), a 

moagem secundária/terciária, até a moagem ultrafina. Embora circuitos multi-etapas 

(i.e. Britador-moagem primária) passaram a ser gradualmente suplantados por circuitos 

AG/SAG, e na moagem ultrafina estão sendo progressivamente substituídos por moinhos 

atritores verticais (Vertimill®) e horizontais (IsaMill®), as outras fases da moagem são, 

principalmente, comandadas pelos moinhos de bolas. Estes equipamentos são geralmente 

os maiores consumidores de energia dentro de uma usina de processamento mineral. Por 

exemplo, em uma usina concentradora de minério de cobre, o consumo energético 

médio nos diferentes estágios é de 13% na britagem, 71% na Moagem e 16% na 

Flotação (Wills e Napier-Munn, 2006). Portanto, é de vital importância o uso e o 

controle eficiente dessas operações. 

Técnicas de modelagem e métodos quantitativos são fundamentais para o estudo e 

desenvolvimento da engenharia de processos. O principal potencial da modelagem 

matemática como uma ferramenta de otimização é a possibilidade de explorar diferentes 

cenários de uma maneira rápida e eficiente, sem a necessidade de realizar ensaios 

dispendiosos em usinas piloto. Contudo, a modelagem na área de processamento mineral 

tem sido difícil devido à complexidade das unidades de operação. Os modelos empíricos, 

como o modelo de Bond, focado nas relações entre energia aplicada e redução de tamanhos 

e os modelos fenomenológicos, baseados no modelo do balanço populacional (MBP), têm 

apresentado importantes limitações em sua aplicação. Por um lado, o modelo empírico pode 

ser útil, particularmente se é necessária uma resposta aproximada numa região de interesse 

em que as variáveis têm faixas de valores limitados (Box, Hunter e Hunter, 1999). No caso 

do modelo de Bond, este não incorpora uma série de efeitos importantes de segunda ordem 

(i.e eficiência no classificador, tamanhos de bolas, perfil do lifters entre outros) e não deve 

ser utilizado como um guia preciso, tanto do ponto de vista operacional quanto econômico 

(Austin e Brame, 1983). O MBP tem sido fundamental no projeto e controle de processos 
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de cominuição. Porém, tem-se mostrado incapaz de desacoplar os efeitos relacionados ao 

equipamento, das propriedades intrínsecas de quebra do material processado, além de 

mostrar dificuldades em descrever as taxas de quebra de ordem não linear e explicitar as 

contribuições de características construtivas e operacionais de equipamentos na cominuição. 

Diante das limitações, se torna clara a necessidade de compreender as 

características do ambiente de cominuição nos moinhos. Com esse objetivo Mishra e 

Rajamani (1992) aplicaram o Método dos Elementos Discretos ou, Discrete Element 

Method (DEM) na modelagem de moinhos tubulares. Embora os métodos para simular a 

quebra do material não se encontram bem desenvolvidos, hoje em dia o DEM é uma 

ferramenta madura e válida para a compreensão de fundamentos de fragmentação e 

fornecer informações para o projeto, otimização e operação de dispositivos 

(Weerasekara et al., 2013). Do mesmo modo, é evidente a necessidade da compreensão 

dos mecanismos envolvidos na redução de tamanhos de partícula e como esses mecanismos 

estariam relacionados à aplicação dos esforços. Estes conceitos se relacionam com os 

modelos mecanicistas. 

Vários pesquisadores têm proposto modelos mecanicistas com notáveis 

resultados (Bourgeois e King, 1993; Datta e Rajamani, 2002; Herbst, 2004; Powell, 

2006); dentro deste seleto grupo encontra-se o modelo mecanicista UFRJ, o qual é um 

modelo com características destacadas, pois incorpora os conceitos de probabilidade de 

ruptura e energia de fratura, além de um modelo proposto sobre a fratura de partículas por 

impactos repetidos usando mecânica do dano contínuo (Tavares e King, 2002). Uma das 

principais características é a capacidade de descrever o enfraquecimento das partículas 

devido a eventos de impacto. Por outro lado, modelos como Unified Comminuition 

Model (UCM) (Powell, 2006) e High Fidelity Simulation HFS (Herbst, 2004) não 

consideram esse importante aspecto, ou sua descrição requer que a população de 

partículas seja descrita com propriedades médias ou que as partículas sejam rastreadas 

individualmente, o que exige um esforço computacional muito alto (Carvalho, 2013). 

Em relação à moagem de bolas, alguns pesquisadores(Carvalho, 2009; Carvalho 

e Tavares, 2013; Francioli, 2015) têm trabalhado na validação prévia do modelo UFRJ, 

encontrando bons resultados. Dentre esses resultados, vale destacar a capacidade do modelo 

em descrever as taxas de moagem não lineares, à sua sensibilidade às mudanças no perfil 

dos lifters, a predição dos efeitos da sinergia entre as propriedades do material e as variáveis 
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na moagem sem os métodos tradicionais de escalonamento, além de outras características. 

No entanto, ainda que nenhuma das hipóteses iniciais tenha sido refutada, o modelo também 

tem apresentado algumas limitações, principalmente nas previsões da parte mais fina da 

distribuição granulométrica do produto e na moagem utilizando bolas de menor diâmetro. 

O presente trabalho realiza a aplicação, adequação e validação do modelo UFRJ 

nas operações de moagem em batelada, testando cada uma das hipóteses do modelo 

UFRJ e validando seu comportamento em cenários antes não testados. Para isso, foi 

projetado e instalado no Laboratório de Tecnologia Mineral (LTM) um moinho com 58 cm 

de diâmetro, o qual permitiu comparar cinéticas de moagem diferentes e uma descrição 

mais realista da moagem de partículas mais grossas. Por outro lado, o modelo de abrasão foi 

relacionado com a dificuldade do modelo UFRJ nas previsões dos finos. Assim, propõe-se 

um novo modelo de abrasão em função da energia de impacto, que separa o mecanismo de 

lascamento e atrição, este último utilizando a componente tangencial da energia de impacto,  

alcançando melhorias e resultados mais realistas.  

Além disso, diversos pesquisadores nas suas simulações usando DEM (Cleary e 

Morrison, 2011) concordam que existe um número de colisões no interior do moinho que 

não envolve partículas de minério, apesar disso, enquanto vários modelos, dentre eles o 

UFRJ, assumem que em cada evento de colisão existe material a cominuir envolvido. Esse 

efeito foi estudado e incorporado no modelo.   

Por fim, a partir dos novos modelos e das alterações propostas, simulações do 

modelo UFRJ em diferentes cenários foram realizadas com resultados satisfatórios quando 

comparados com resultados experimentais.  
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2 OBJETIVOS  

2.1 Objetivo geral  

Validar o modelo mecanicista UFRJ na moagem de bolas em batelada.  

2.2 Objetivos específicos 

 Validar cada uma das hipóteses nas quais se baseia o modelo.  

 Validar o modelo na descrição da moagem em batelada a seco com um 

diâmetro de moinho.  

 Validar o modelo na descrição da moagem em batelada com diferentes 

diâmetros de moinho (escalonamento).  

 Validar o modelo, implementando as modificações e avanços necessários para 

a descrição de moagem em cenários críticos, como cominuição a baixa energia 

e altas velocidades de rotação.  
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3 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA  

3.1 Cominuição 

As operações de cominuição compreendem diversos estágios de redução de 

tamanhos de partícula, desde detonações com explosivos, até processos de moagem 

ultrafina.  A ciência básica envolvida na cominuição é a mecânica da fratura. A quebra 

de partículas em processos de cominuição e degradação é o resultado de um número de 

microprocessos que ainda não se encontram bem compreendidos (Tavares, 2007). Deste 

modo, é evidente a importância de se conhecer os conceitos básicos do ponto de vista da 

redução de tamanho de partícula. 

Por definição, entende-se que o termo “material”, mencionado no texto, se refere 

à população de partículas sólidas, a que pode ser de um minério, um clínquer ou 

qualquer outro material sólido, que possa ser processado em um equipamento de 

cominuição. 

3.1.1 Mecanismos de quebra  

Nas operações de cominuição, as forças aplicadas às partículas podem ser de 

compressão, de cisalhamento ou de impacto. Particularmente, nas operações de moagem 

de bolas a fratura das partículas é realizada por meio de um corpo moedor impactando a 

partícula. Quando a energia cinética dos corpos moedores é suficiente para causar 

fratura volumétrica, ocorre uma sequência de eventos individuais de fratura. Uma parte 

da energia é consumida num primeiro evento, onde o material é quebrado e gera 

partículas filhas. No entanto, nem toda a energia é consumida neste primeiro evento, de 

maneira que existe uma energia residual que é absorvida pelas partículas filhas 

(fragmentos) até que toda a energia cinética do corpo moedor seja dissipada. O número 

de eventos sequenciais de quebra que ocorre durante o impacto de uma partícula é 

determinado primariamente pela energia cinética do peso, no instante do impacto. 

Quanto maior essa energia, maior o número de eventos sequenciais, e vice-versa.  

Os mecanismos de quebra podem ser classificados em função da energia 

aplicada. Existem dois tipos de fenômenos na cominuição de baixa energia, o 

lascamento (chipping) e a atrição. Cabe ressaltar que os dois regularmente são 

considerados em um mesmo mecanismo, chamado mecanismo de abrasão, o qual se 
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caracteriza pela ação predominante de esforços cisalhantes. O lascamento ocorre 

quando a energia de impacto é suficiente para fragmentar a partícula, mas essa quebra 

não supera 10 % de sua massa original. Já a abrasão é identificada quando há interação 

entre as mesmas partículas, paredes do moinho e corpos moedores (Khanal e Morrison, 

2012), na qual a partícula inicial passa por um processo quase contínuo de redução de 

tamanho, responsável pela geração de finos (Figura 3.1 (a)).  

Quando a intensidade de aplicação da energia é baixa, mas suficiente para causar 

a quebra volumétrica do material; a fragmentação ocorre pelo mecanismo da clivagem. 

Neste caso diversos fragmentos relativamente grossos são gerados, ao mesmo tempo em 

que partículas muito mais finas se originam nos pontos de contato de aplicação dos 

esforços (Figura 3.1 (b)). Por último, quando se aplica uma elevada taxa de energia, o 

mecanismo característico é o estilhaçamento, o qual se distingue pela produção de um 

amplo espectro de tamanhos de fragmentos (Figura 3.1 (c)).  Se o nível de energia 

aplicada é demasiado alto, a partícula quebra mais fino do que o necessário e seus 

fragmentos podem até se aglomerar (Tavares, 2004).  

 

Figura 3.1. Distribuição de partículas segundo mecanismo de fratura: a) Abrasão  b) 

Clivagem c) Estilhaçamento                  

O mecanismo predominante na fragmentação de uma partícula, além de estar 

fortemente influenciado pelas condições do carregamento, também é associado à forma 

e ao tamanho das partículas (Tang et al., 2001). No que diz respeito à forma da partícula 

alguns autores (Norazirah, Fuad e Hazizan, 2016; Unland e Al-Khasawneh, 2009) 

encontraram que, segundo o formato da partícula,  a maneira como a energia é aplicada 

e os tempos de contato mudam. Também é sabido que o tamanho da partícula influencia 
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na energia demandada para fragmentação, sendo que para maiores tamanhos há uma 

maior demanda para a quebra, embora a energia total por unidade de massa (energia 

especifica) seja baixa, quando comparada a tamanhos menores de partícula. Por outro 

lado, quando a partícula é fina, a energia de fratura por partícula é pequena, no entanto, 

é elevada a energia específica (Beraldo, 1987).  

Por outro lado, quando uma partícula é submetida a uma energia que não é 

suficiente para causar a quebra volumétrica, esta energia gera um dano na partícula 

(Krogh, 1980; Pauw e Maré, 1988). A medida que a partícula recebe uma maior 

quantidade de impactos, este dano vai se acumulando até gerar uma quebra volumétrica 

na partícula. Este efeito pode ser visto na Figura 3.2, que ilustra o aumento na 

quantidade ou tamanho das trincas como aumento no número de impactos sequenciais, 

até ocorrer a quebra da partícula (Tavares, 2009). 

 

Figura 3.2. Enfraquecimento devido ao acúmulo de dano de uma partícula submetida a 

repetidos impactos (Tavares, 2009)  

Tavares (2009) expõe que além do crescimento das trincas, existe outra razão 

pela qual as partículas não quebram em primeira instância. Esta corresponde ao fato de 

que a resistência das partículas depende da sua orientação, de maneira que impactos 

repetidos são necessários até encontrar essa orientação predileta.  

O enfoque de um modelo mecanicista é desacoplar cada um dos mecanismos 

que atuam em um processo. Com a necessidade de descrever estes mecanismos, foram 

desenvolvidos alguns testes em laboratório que conseguiram quantificar o aporte de 

cada microprocesso envolvido na cominuição.    
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3.1.2 Ensaios de quebra individual  

As propriedades fundamentais dos processos de cominuição podem ser 

estudadas de uma maneira mais eficiente por experimentos bem controlados de quebra 

de partículas individuais. Além disso, é sabido que a quebra de partículas individuais é 

o método mais eficiente na redução do tamanho (Tavares, 2004), por conseguinte, é 

uma boa referência da eficiência energética dos equipamentos de cominuição. 

 

Figura 3.3. Tipos de testes de quebra de partícula individual, utilizados na caracterização 

de partícula (Tavares, 2007) 

O objetivo principal dos diferentes ensaios é aplicar ao material uma energia 

conhecida. Estes ensaios podem ser classificados segundo a aplicação do esforço e o 

número de pontos de contato. Assim, existem ensaios de impacto individual, duplo e de 

compressão lenta. Cada um deles é ilustrado na Figura 3.3. Da mesma forma, estes 

ensaios podem ser classificados segundo a velocidade de impacto: desde impactos de 

baixas a altas velocidades. Na primeira categoria se encontram ensaios como a 

autofratura, que consiste em liberar a partícula desde uma altura conhecida. Neste caso a 

energia a qual a partícula é submetida é função da massa da partícula e da altura da 

queda (Equação 3.1). Esta dependência limita o uso deste teste só para partículas 

razoavelmente grossas ou de baixa resistência à fratura (Tavares, 2007). 
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      Equação 3.1 

Na qual m é massa da partícula, g gravidade e h altura desde a superfície de impacto. 

Com esta limitação se desenvolveram outros grupos de ensaios, como a pistola 

pneumática. Aqui se empregam velocidade até de 60 m/s (1800 J/kg), sendo possível 

estudar a influência do ângulo de impacto.  

Fechando o grupo de ensaios de impacto individual, tem-se o teste de impacto 

rotatório. Neste ensaio, a alimentação da partícula é feita no rotor em forma de disco. 

Frequentemente, esta alimentação é realizada por meio de um alimentador vibratório.  

Uma vez alimentadas, as partículas são aceleradas em um dos canais radiais para 

posteriormente ser impactada e quebrada. Tendo em vista que o atrito durante a 

aceleração pode ser negligenciado, neste caso a velocidade das partículas pode ser 

calculada pela Equação 3.2: 

          Equação 3.2 

na qual Dr é o diâmetro externo do rotor e n é a frequência de rotações. 

O DWT (siglas em inglês de drop weight test) é um dos métodos mais utilizados 

para a caracterização da quebra de partículas. Consiste de um peso montado sobre duas 

guias e uma bigorna sobre uma estrutura pesada (Figura 3.4). Este peso montado cai e 

impacta sobre uma partícula posicionada sobre a bigorna. A energia de impacto é 

ajustada manualmente em função da altura e/ou o peso montado.  Diferentes geometrias 

do peso montado e bigornas são usadas (Napier-Munn et al., 1996; Tavares e King, 

1998; Tavares, 2007), encontrando diferenças no produto com o uso de cada geometria. 

Em um ensaio padrão do DWT padronizado pelo instituto de pesquisa JKMRC 

da Austrália, são testadas partículas de cinco classes (13,2-16 mm, 19-22,4 mm, 26,5-

31,5 mm, 37,5-45 mm e 53-63 mm) cada uma com três níveis específicos de energia. 

Para cada nível 30 partículas são testadas uma por uma, evidenciando quão árduos 

podem ser este tipo de ensaios (Zuo e Shi, 2016). 
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Figura 3.4. Esquema de Queda de peso 

Poderia se dizer que o DWT tem duas limitações. A primeira corresponde à 

energia aplicada à partícula, e a segunda no que diz respeito à medida direta da energia 

de cominuição.  Uma excelente alternativa para resolver a primeira limitação tem sido o 

teste de pendulo, do qual existem diferentes tipos. No entanto, o principio continua 

sendo o mesmo, impactar a partícula com uma ou duas massas acoplada a um pivô que 

permite sua movimentação livremente. O uso deste equipamento é mais comum para 

calcular o índice de britabilidade de Bond (CWI - crushing work index).  

Para superar a segunda limitação, o DWT foi instrumentado com uma barra 

Hopkinson (1914). Ainda que com o próprio esquema proposto por Hopkinson é 

possível fazer a medição da energia de fratura da partícula, existem algumas limitações 

dadas pela alta variabilidade no comportamento do minério (Tavares, 2007). 

Consequentemente, foi desenvolvida a célula de carga de impacto (ILC), que consiste 

em uma barra equipada com extensômetros. Sobre esta barra a amostra a testar é 

colocada (como a bigorna) para depois ser impactada. O impacto gera uma deformação 

na barra que é captada pelos extensômetros, o qual converte em um impulso elétrico. 

Este sinal é registrado em função do tempo, usando um apropriado sistema de 

armazenamento (Figura 3.5). 
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Figura 3.5. Esquema da célula de carga (Tavares, 2007) 

Por último, diversos equipamentos industriais como britadores de mandíbulas, 

giratórios ou de rolos utilizam o efeito físico de compressão para cominuir o material. 

Este efeito consiste em aplicar um esforço uniaxial sobre a partícula. Desta maneira, 

estes ensaios de compressão permitem aplicar forças controladas e medir a deformação 

que elas geram sobre o material. Esta característica é a principal vantagem em relação 

às metodologias descritas anteriormente. Os ensaios de compressão têm sido aplicados a 

níveis industriais com capacidade para aplicar 4000 kN de força e medir até 0,5 m de 

deformação (Unland e Szczelina, 2004). Assim, têm sido de importante ajuda no 

dimensionamento de equipamentos industriais desde um ponto de vista mais científico 

que empírico. 

3.1.3 Modelagem de quebra de partículas  

Os materiais geológicos, geralmente, apresentam uma alta quantidade de 

heterogeneidades e, para descrever a suas propriedades é necessário de teorias 

estatísticas. Uma das principais propriedades é a energia de fratura, a qual é definida 

como a energia armazenada pela partícula até o instante da fratura (Tavares, 1997). A 

variabilidade das energias de fratura das partículas contidas em uma determinada faixa 

de tamanhos pode ser descrita adequadamente pela utilização de diferentes distribuições 
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(King, 2001; Krogh, 1980; Weicher, 1992). Uma das mais utilizadas tem sido a 

distribuição log-normal, descrita pela Equação 3.3: 

       
 

 
       

           

    
   Equação 3.3 

na qual Em50 é a mediana da distribuição de energias de fratura das partículas, que 

corresponde à energia específica de fratura que resulta na quebra de 50 % das partículas 

da população,    é a variância da distribuição e Em é a razão entre a energia de colisão 

(E) e a massa média de partículas.  

Os fragmentos das partículas quebradas são recolhidos e analisados por 

peneiramento. As relações de massa e energia aplicadas ao minério podem ser utilizadas 

para a construção de uma função conhecida como função quebra, que procura 

determinar o produto da quebra de partículas individuais de um minério quando são 

submetidas a determinada energia. 

Austin (1984) propôs a Equação 3.4 para descrever a população de partículas 

quebradas do evento de impacto:   

          
 

  
 
 

       
 

  
 
 

 Equação 3.4 

Assim, a função quebra pode ser definida como a proporção de partículas 

menores que o tamanho x, resultantes da fratura de partículas de tamanho representativo 

x’, na qual ϕ, γ, β são constantes adimensionais do material. Os valores de ni 

representam o que pode ocorrer em função da tensão que causa a fratura, sendo por 

impacto ou compressivo. B(x;x’) encontra-se da forma cumulativa, mas para a aplicação 

em modelos deve-se passar para a sua forma de densidade de distribuição b(x:x’). O 

primeiro termo da Equação 3.4 descreve a distribuição de tamanhos da fração na 

população produzida pelos esforços de compressão (ϕ), ou seja, o material mais fino. O 

segundo termo descreve o material mais grosso da distribuição. Geralmente, considera-

se que os dados de distribuição granulométrica são normalizáveis, ou seja, somente 

dependem da razão x/x’. Caso os dados experimentais não sejam normalizáveis, as 

constantes ϕ, n1, e n2 devem ser determinadas como função do tamanho x. 
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Outros autores (Narayanan e Whiten, 1983) propuseram outro método para 

representar a quebra das partículas. Uma função conhecida como a função aparência 

(appearance function), nome introduzido em 1960s como o fim de prover um termo 

com uma definição única (Özer e Whiten, 2012).  Narayanan e Whiten propuseram que 

a distribuição de tamanhos das partículas filhas, na maioria dos casos obtida desde 

ensaios de quebra, podem ser descritas por uma família de curvas que precisam 

unicamente de um parâmetro para identificar cada curva em particular (Narayanan e 

Whiten, 1983). Estas curvas são chamadas de tn, e são definidas como a porcentagem de 

material menor que di/n depois do evento de quebra, sendo di o tamanho da partícula 

mãe.  

Para obter a família completa de curvas appearance function, é necessário 

relacionar cada tn com o t10, o qual corresponde à quantidade de material menor que 

1/10 do tamanho da partícula inicial (mãe), depois de um evento de quebra. Este termo é 

representado em função de energia especifica de cominuição (Ecs) e dos parâmetros A e 

b (ver Equação 3.5), que devem ser obtidos a partir de ensaios experimentais. Além 

disso, estes dois parâmetros estão relacionados com a susceptibilidade à fragmentação 

de uma rocha. Quando o produto A*b possui um valor baixo, indica que a rocha pode 

ser considerada dura ou tenaz. 

                      Equação 3.5 

 

Figura 3.6 pode-se observar o comportamento do t10 (geração de finos) em 

função da energia específica de cominuição. Na qual à medida em que aumenta a 

energia também aumenta a quantidade de finos no produto. Note-se que existe um valor 

t10max, que indica o aumento da energia aplicada não gera uma maior cominuição, de 

esta maneira a partir deste valor a utilização da energia diminui e é dissipada de outras 

formas, como na aglomeração dos fragmentos e na geração de calor. 
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Figura 3.6. Influência da energia na quebra de partículas 

Para correlacionar esse t10 com os tn e conseguir representar a função quebra 

inteira, é necessário um conjunto de polinômios de splines cúbicas para fazer a 

interpolação e gerar a appearence function. Esta relação pode ser observada na Figura 

3.7. 

 

Figura 3.7. Família de curvas t10 vs tn. (appearance function). Dados experimentais (pontos), 

ajuste por splines cúbicas (linhas)  
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Como já foi mencionado, o tamanho de partícula influência diretamente as suas 

características de quebra. Isto se deve principalmente ao número de defeitos acumulados 

(trincas, poros) cujo efeito foi estudado por diversos autores (Fandrich, Clout e 

Bourgeois, 1998; Tavares e King, 1998; Yashima, Kanda e Sano, 1987). Eles 

concluíram que partículas de maior tamanho têm uma menor energia específica de 

fratura que as de menor tamanho (Figura 3.8). Evidentemente, existe uma relação 

potencial entre o tamanho da partícula e a energia específica média de fratura. Portanto, 

um modelo baseado na teoria da confiabilidade (Tavares, 1997) foi proposto:  

      
          

  

  
 
 

  Equação 3.6 

sendo             constantes do material.  

 

 

Figura 3.8. Variação da energia média específica de fatura com o tamanho de partícula 

(Tavares, 2004) 
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Além disso, o tamanho da partícula mãe também se relaciona com a distribuição 

do tamanho das partículas filhas. Ou seja, existe uma influência desta variável no valor 

do t10, o que por sua vez, contradiz o proposto por Narayaran e Whiten e representado 

na Equação 3.5. Tavares (1997) encontrou algumas anomalias na metodologia utilizada 

por Narayaran e Whiten, principalmente, na descrição da quebra das partículas de 

menor tamanho. Em vista disso, o autor encontrou que existe uma relação entre a 

energia de impacto e a energia requerida para a fratura primária da partícula. Assim, a 

Equação 3.5 torna-se:  

            
       

    
  Equação 3.7 

Uma vez estabelecida a metodologia para representação da quebra das 

partículas, são apresentados a seguir alguns modelos básicos para operação de 

equipamentos de cominuição. Evidentemente, o presente trabalho foca nas operações de 

moagem de bolas, por conseguinte, os modelos a apresentar se encontram com este 

mesmo enfoque. 

3.1.3.1 Modelagem da abrasão 

É dito que a abrasão é a quebra mais lenta das partículas mais arredondadas 

(Banini, 2000). De um ponto de vista de cominuição, existem dois trabalhos importantes 

na quebra superficial de partículas. A aproximação de Leung (1987) e o desenvolvido 

por Loveday e Naidoo (1997). O enfoque do último consistiu em um moinho de 60 x 50 

cm, com lifters de borracha de 5,4 cm de altura. Foram testadas a influência de variáveis 

como a velocidade do moinho, tamanho do lifter, massa de material, entre outras.  

Resultados relevantes foram encontrados por Loveday e Naidoo. Por exemplo, a 

taxa de produção de finos por unidade de massa aumenta com o tamanho da partícula, 

de maneira que com maiores tamanhos mais fino são gerados. Do mesmo modo, o 

trabalho evidenciou um aumento na taxa de abrasão com o aumento na massa carregada. 

Por último, os autores encontraram uma forte relação da perda de massa por abrasão 

com a dureza superficial do minério. 
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Um modelo utilizado amplamente para a modelagem do mecanismo de abrasão 

foi o desenvolvido pelo JKMRC (Napier-Munn et al., 1996). Este modelo por meio de 

um ensaio de tamboramento padronizado caracteriza a suscetibilidade do material 

processado à quebra por abrasão. Neste ensaio uma amostra de 3 kg de material de 

tamanho 53,0 x 37,5 mm é submetida ao tamboramento em um moinho tubular de 30 

cm x 30 cm, sem carga de corpos moedores por um período de 10 minutos. 

Posteriormente, realiza se uma análise granulométrica do material no moinho. Dessa 

análise granulométrica determina-se um parâmetro chamado Pa que diz respeito ao 

índice de abrasão do material processado (Figura 3.9). O parâmetro Pa corresponde à 

proporção de partículas finas geradas ao fim do ensaio de tamboramento. King (2001) 

propôs que este parâmetro seja utilizado diretamente no cálculo da taxa de quebra por 

abrasão (k) na modelagem de moinhos autógenos e semi-autógenos. Como é descrito na 

Equação 3.8: 

  
  

     
dt Equação 3.8 

Uma vez estabelecida a quantidade de material fino gerado pela abrasão, a 

seguir, foi modelada a função quebra de abrasão, ou seja, como é distribuído esse 

material quebrado nas classes inferiores:  

    
  

  
 
  

 Equação 3.9 

sendo  dA o tamanho do maior fragmento gerado por abrasão e λA a inclinação da reta da 

curva de distribuição de tamanhos dos produtos do ensaio de abrasão (Figura 3.9).  
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Figura 3.9. Produto do ensaio de abrasão JKMRC para um calcário indicando o valor do 

parâmetro Pa. Fonte (Carvalho, 2009) 

 

 Alguns autores (Banini, 2000; Khanal e Morrison, 2008, 2012; Loveday e 

Naidoo, 1997; Yahyaei et al., 2014) estudaram de maneira mais profunda o mecanismo 

de abrasão, e evidenciaram alguns desacertos deste modelo.  Evidentemente o 

experimento não considera alguns aspectos:  

i. Influência na abrasão do tamanho da partícula. 

ii. A abrasão é independente da energia aplicada. 

iii. O número de partículas varia para cada teste, pois é função da massa 

específica do material. Pesquisas anteriores (Devasahayam e Kojovic, 

1995) observaram uma influência significativa do número de partículas 

no produto de abrasão.  

iv. Re-moagem das partículas filhas. 

Leung (1987), após realizar testes sucessivos, concluiu que a melhor maneira de 

medir a quebra superficial é por meio de técnicas de impacto único de partículas. 
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Cunha (2015) propôs um modelo de abrasão em função da energia de impacto. 

O autor baseou-se em resultados de ensaios de autofratura, caracterizou a quantidade de 

massa perdida em função da energia da colisão. Desta maneira, Cunha empregou três 

energias diferentes correspondentes à queda de partículas desde 1, 4 e 8 metros de 

altura, com o intuito de fornecer subsídios para analisar a quebra em equipamentos de 

britagem do tipo britador de impacto de eixo vertical (VSI), objeto de estudo do autor. 

Além disso, utilizou material granulito de diferentes fontes, uma delas proveniente da 

mesma empresa Pedra Sul Mineração, também empregada no presente trabalho. 

Inicialmente, Cunha separou em duas classes os ensaios realizados desde 8 

metros. A primeira distribuição se refere aos cinco primeiros impactos e a segunda 

distribuição são referentes aos impactos subsequentes (Ver Figura 3.10). Nos primeiros 

impactos seria esperado que houvesse uma perda mássica maior devido ao formato 

irregular das partículas (lascamento). Entretanto, isso não ocorreu para todos os casos 

avaliados. Presume-se ainda no modelo que o tamanho inicial das partículas não 

influência a taxa de geração e a distribuição dos tamanhos dos fragmentos da abrasão. 

 

Figura 3.10. Resultado dos ensaios de autofratura para ensaios de queda livre, com altura 

de 8 metros para o tamanho de partícula de 22,4 x 19,2 mm (Cunha, 2015) 

Cunha encontrou uma relação potencial entre a energia e a perda mássica por 

abrasão (Figura 3.11). 
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Figura 3.11 Resultado dos ensaios de autofratura para alturas de queda de 1, 4 e 8 metros 

para o tamanho de partícula de 22,4 x 19,2 mm (Cunha, 2015) 

3.1.3.2 Mecânica do dano  

Um dos pioneiros na modelagem do enfraquecimento de partículas foi Tavares 

(1997). O modelo da mecânica do dano desenvolvido por Tavares é fundamentado na 

teoria de contatos elásticos de Hertz. De uma maneira resumida, a seguir é apresentada a 

sua abordagem. No entanto, uma descrição mais detalhada pode ser encontrada em outra 

publicação (Tavares e King, 2002). 

O autor parte de alguns princípios como esfericidade da partícula, superfície de 

impacto perfeitamente plana, um valor constante de rigidez da partícula e inicialmente, 

um comportamento perfeitamente elástico. Segundo o autor, por meio da Equação 3.10 

é possível relacionar a energia específica de fratura e o número de impactos sucessivos 

no qual ela é submetida:   

 *

1 1 nnn DEE  
 Equação 3.10 

sendo En a energia de fratura da partícula após o impacto sem quebra, ou seja, a nova 

energia de fratura da partícula, En-1 é a energia imposta pelo impacto e o Dn* a 

quantidade de dano que foi submetida à partícula. Essa quantidade de dano sofrido no n-

ésimo ciclo de carregamento é dado por: 
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Equação 3.11 

onde γ  (susceptibilidade ao dano) é o único parâmetro do modelo a ser calibrado. 

Quanto mais baixo for o seu valor, maior é a receptividade do material a acumular-se 

danos e, portanto, enfraquecer como resultado de impactos repetidos.   

É importante ressaltar que a Equação 3.10 e a Equação 3.11 devem ser 

resolvidas iterativamente por algum método numérico e que o valor de Dn
*
 converge em 

poucas iterações (aprox. 10) desde uma estimativa inicial Dn
*
=0 (Tavares e King, 

2002). Para a determinação desse parâmetro é necessária a obtenção da distribuição de 

energias específicas de fratura, esta pode ser modelada como se apresentou na Equação 

3.3.  

 

3.1.4 Modelos Matemáticos na cominuição  

Basicamente um modelo deveria criar um sistema de equações que levem em conta 

as características do material a cominuir (e.g. dureza, energia de fratura, distribuição 

granulométrica, etc.), as características do equipamento (e.g. potência aplicada, 

diâmetro, velocidade de rotação, etc.) e, o que é mais complexo, que é a maneira como 

estes dois elementos se combinam dentro do equipamento durante a operação. Durante 

décadas, têm-se elaborado diferentes modelos, enfoques e teorias, os quais são de vital 

importância para se entender o desenvolvimento do modelo mecanicista utilizado no 

presente trabalho. Por conseguinte, em seguida é apresentada uma breve revisão da 

evolução da modelagem matemática nos processos de cominuição. 

3.1.4.1 Modelo de Bond 

A abordagem energética do fenômeno começa com dois modelos: de Rittinger 

(1876) e o de Kick (1885). Embora sejam denominadas de primeira e segunda lei da 

cominuição, estas proposições tinham fundamentações teóricas duvidosas e 

encontraram limitada aplicação em cominuição. Fred Bond (1957) seguindo uma 
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relação intermediária entre os dois modelos e baseado em uma experimentação 

extensiva formulou o que é conhecido como a terceira lei da cominuição. Na  Equação 

3.12 pode-se observar no que consistiu o modelo:  

       
 

    

  
 

    

   Equação 3.12 

sendo P80 e F80 o tamanho do 80% passante do produto e da alimentação, 

respectivamente. Assim, o modelo não depende da geometria do material e fornece o 

valor de um parâmetro referente ao consumo energético específico do material 

processado. Este valioso parâmetro chamado Índice de Bond ou Work Índex (Wi) é 

determinado experimentalmente e representa a energia necessária (kWh/t) para reduzir 

desde um tamanho muito grosso (i.e. F80 = infinito) até um P80 igual a 100 µm.  

Esta lei é aplicável para britadores, moinhos de barras e bolas a nível industrial, 

mas é necessária a utilização de relações empíricas. Nessas relações empíricas são 

incorporados os efeitos do tipo de circuito (aberto ou fechado), do tipo de moagem 

(seco ou úmido), da razão de redução dos tamanhos de partícula, bem como das 

características granulométricas da alimentação e do produto (Rowland e Kjos, 1978). 

Estes modelos de energia pura fornecem uma descrição macroscópica útil da 

cominuição como um todo. No entanto, não consideram fatores importantes como o 

transporte das partículas ou a dissipação da energia na forma de calor, deformação 

plástica, forma da partícula, etc (Napier-Munn et al., 1996). Por esse motivo a energia 

consumida nestas operações é muitas vezes superior àquela efetivamente requerida para 

quebra das partículas (Schonert, 1986). Além disso, o modelo é baseado num ajuste 

empírico dos dados e sempre haverá uma faixa de erro para qualquer equipamento e o 

material específico num conjunto de condições de operação (Austin e Brame 1983). O 

modelo de Bond não inclui vários fatores que são importantes: razão da reciclo 

(circuitos fechados) e eficiência do classificador, distribuição de tamanhos de bolas, 

influência do perfil do lifter, influência da densidade e reologia da polpa na taxa de 

moagem. Assim, não pode ser usado como uma guia para um ajuste preciso ou 

otimização de um determinado sistema (Austin e Brame, 1983). 
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3.1.4.2 Modelo de Balanço Populacional (MBP)  

Conhecendo as limitações dos modelos descritos anteriormente, procuraram-se 

diferentes alternativas para descrever os complexos mecanismos envolvidos nos 

processos de cominuição. A principal ferramenta desenvolvida foi o modelo do balanço 

populacional (MBP), no qual foram situadas algumas considerações em relação com um 

reator de mistura perfeita (Herbst e Fuerstenau, 1980). Assim, as partículas alimentadas 

são consideradas como os reagentes e o material cominuído como o produto. No caso de 

modelos de moinhos, o modelo do balanço populacional é alimentado por equações que 

regem propriedades médias, como a taxa de quebra e a distribuição de quebra do 

material. 

Este modelo, é normalmente chamado de modelo de taxas de primeira ordem, 

pois presume que há uma taxa constante de quebra para cada fração de tamanho si (min.
-

1
), que caracteriza a velocidade de desaparecimento das faixas de tamanhos das 

partículas (Napier-Munn, et al., 1996). Neste ponto, afirma-se uma das principais 

limitações deste modelo, no qual as taxas de moagem tanto de partículas grossas como 

finas tende a apresentar comportamento não linear (Tavares e Carvalho, 2009). Este 

fenômeno se evidencia na carga circulante, que frequentemente se mostra mais difícil de 

cominuir que o material contido na alimentação nova (Tavares e King, 1998). A taxa de 

quebra é tipicamente modelada da seguinte forma: 

   

  
      

Equação 3.13 

na qual o wi é a massa da i-ésima
 
fração de tamanho no equipamento. O método da 

estimação experimental consiste na integração da Equação 3.13, onde avalia-se a 

variação da massa da primeira classe de tamanho e determina-se o s1:  

   
     

     
  

   

   
  Equação 3.14 

A quebra de primeira ordem, indicada pela linha reta, tem declividade igual a –s1. A 

razão w1(t) /w1(0) representa a fração remanescente de partículas contidas na classe de 
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tamanho 1. A determinação experimental do si pode ser feita a partir de ensaio de 

moagem em batelada.  

Austin (1984) propôs uma equação para descrever a função seleção (Si) em 

função do tamanho de partícula   :  

    
    

 

   
  
 
 
 

                                                Equação 3.15 

sendo α, µ (mm) e   parâmetros do modelo que dependem das condições da moagem e 

das propriedades do material que está sendo alimentado no moinho. 

Esta função seleção pode ser escalonada para simulação de moinhos em 

operação a nível industrial. Entretanto, é importante destacar que o modelo não tem a 

capacidade intrínseca para simular processos com condições diferentes das 

estabelecidas inicialmente. Além disso, ele não permite levar em consideração o efeito 

de mudanças no perfil dos revestimentos de um moinho. Em trabalhos anteriores nos 

quais foram mudados os tamanhos dos lifters no moinho as predições do MBP não 

concordaram com os resultados experimentais (Carvalho e Tavares, 2013; Francioli, 

2015). 

O MBP foi estabelecido como uma ferramenta básica para ser aplicada a todos 

os processos que envolvem interação entre partículas (Rajamani, 1992). No caso da 

modelagem nos processos de cominuição, onde se tem processos já estabelecidos de 

análise granulométrica e separação em faixas de tamanhos como o peneiramento. A 

distribuição do tamanho de partícula deve ser discretizada nas mesmas classes de 

tamanho. O modelo discretizado em relação à classe de tamanho (i) pode ser descrito 

como:







1

1

,, )()()()()()()()(
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j
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                                                                                                                 Equação 3.16 
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Na qual w é a fração mássica de partículas na classe de tamanho i. Win e Wout são as 

taxas de alimentação e descarga, respectivamente, bij função quebra da forma 

distributiva e M massa total de minério no moinho. Esta massa total (hold-up) é função 

dos tempos de residência do material, os quais podem ser calculados de diferentes 

maneiras coma realização de experimentos (Concha, 1994). 

Na maioria das vezes, o material a ser alimentado no moinho é um sólido 

heterogêneo, composto de diferentes fases com propriedades distintas, que influenciam 

nos resultados da moagem deles. Como tem sido mostrado, nenhum dos modelos 

apresentados leva em consideração este fato, gerando imprecisão nos resultados. Essa 

imprecisão foi demonstrada em trabalhos anteriores (Costa, 2012). Verificou-se ainda 

que nem o índice de trabalho de Bond nem as taxas de quebra na moagem obedecem à 

regra das misturas (Tavares e Kallemback, 2013). Assim, a distribuição granulométrica 

de cada componente no produto de ensaios de moabilidade de Bond se mantém 

normalmente inalterada se o material é moído separadamente ou se é moído como parte 

de uma mistura. 

Em resumo, as principais limitações dos modelos semi-empíricos/ 

fenomenológicos e os baseados na energia sofrem inadequações na precisão, aplicação 

de minérios com multicomponentes e incapacidade de prever o desempenho de 

equipamentos novos (Weerasekara et al., 2013), além de que se baseiam cada vez mais 

em fórmulas empíricas, que pretendem corrigir mediante numerosos “fatores de 

correção” àquelas diferenças encontradas entre os parâmetros obtidos no laboratório e a 

escala industrial. Por conseguinte, não evoluíram o suficiente para oferecer alternativas 

práticas de simulação e otimização. Isso proporcionou uma motivação clara para 

desenvolver os modelos mecanicistas, modelos preditivos com uma visão mais 

detalhada dos micromecanismos na moagem.  
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3.2 Moagem de bolas 

3.2.1 Generalidades 

Normalmente as primeiras etapas da cominuição (i.e. detonação, britagem) não 

conseguem o tamanho final ótimo no processamento mineral, seja como produto final 

(e.g. agregados) ou para a liberação do minério necessária nos posteriores processo de 

concentração. Portanto, o estágio da moagem representa a última etapa dos processos da 

cominuição, onde por meio de mecanismos de impacto e abrasão se consegue a 

diminuição do tamanho da rocha e o incremento da energia superficial (Beraldo, 1987).   

De acordo com a forma como o movimento é transmitido à carga, moinhos são 

geralmente classificadas em dois tipos: moinhos agitados (Figura 3.12) e moinhos 

rotatórios, estes últimos os mais utilizados, nos quais partículas entre 5 e 250 mm são 

reduzidas até tamanhos entre 40 e 300 µm (Wills e Napier-Munn 2006). Os moinhos 

rotativos consistem em uma carcaça cilíndrica revestida internamente com placas de aço 

e/ou borracha, e provida com uma carga de corpos moedores que podem ser bolas, 

barras ou rochas do mesmo minério.  

 

Figura 3.12. Moinho agitador horizontal, (Technology, 2013) 
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Figura 3.13.  Esquema do moinho de bolas. Adaptado de Outotec (2012)  

Os moinhos de bolas são moinhos de movimento rotatórios de forma tubular 

(Figura 3.13), onde o corpo moedor, como o próprio nome indica, são bolas de aço (na 

maior parte dos casos de diferentes tamanhos). Os corpos moedores, por meio do 

movimento giratório e de lifters (levantadores localizados nas paredes do moinho), são 

elevadas perimetralmente junto com o minério até atingir uma determinada altura, onde 

a força da gravidade que se opõem supera a força centrífuga, posteriormente, a carga 

cairá seguindo um movimento parabólico. 

Os moinhos de bolas podem operar em circuitos fechados ou abertos, sendo 

fechados quando se tem uma unidade classificadora no produto do moinho, a qual 

retorna o material com uma granulometria maior que a selecionada. Já o produto dos 

circuitos abertos exibe uma ampla faixa de tamanhos de partículas. No entanto, o 

principal inconveniente é a porcentagem significativa de material com um tamanho 

menor que o necessário (sobremoagem). Por outro lado, esta ocorrência é diminuída em 

circuitos fechados, principalmente pelos menores tempos de residência do material 

(Wills e Napier-Munn, 2006).  
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A moagem de bolas não é utilizada somente para a cominuição de minérios e 

agregados. Além do incremento da energia superficial, em alguns casos, podem ocorrer 

modificações nas propriedades físicas/químicas do material e proporcionando 

transformações estruturais e/o reações químicas. Desse modo, existe uma grande 

variedade de materiais que podem ser processados com diferentes fins, incluindo metais  

(D’Incau, Leoni e Scardi, 2007; Pochet et al., 1995; Sheibani et al., 2007), orgânicos 

(In-Yup Jeon et al., 2013; Rubio et al., 2011; Stolle et al., 2011), farmacêuticos (E.L. 

Parrott, 1974; Patterson et al., 2007; Shan et al., 2016) e compostos (Esawi e Morsi, 

2007; Muttalib e Othman, 2016) entre outros.  

3.2.2 Variáveis operacionais 

Dois tipos de ineficiências podem ser definidas na moagem. A primeira 

conhecida como a sobremoagem do material. Segundo Austin (1994) o moinho pode 

moer eficientemente, no entanto, chega a um ponto onde essa energia é desperdiçada em 

moer material que se encontra suficientemente fino. Principalmente, este caso se 

encontra relacionado com tempos de residência do material. Por outro lado, existe um 

tipo de ineficiência que pode ser causada pelas condições operacionais no processo 

(Concha, 1994), por exemplo: baixos preenchimentos de vazios, densidade de polpas 

altas, entre outras. Como uma variável operacional, além de outras variáveis, a potência 

é utilizada para monitorar a carga no moinho, considerando o movimento da carga como 

a distribuição de impactos de energia conhecida. A potência do moinho é a soma da 

energia em cada um dos eventos por unidade de tempo (Napier-Munn et al., 1996).  Isso 

não quer dizer que toda a energia empregada na moagem seja consumida na quebra das 

partículas do minério. Na prática, uma boa parcela dessa energia é dissipada na forma 

de calor e ruído, além da ruptura das ligações no interior das partículas. (Austin e 

Klimpel 1984; Morrel 1994; Napier-Munn et al. 1996). Outro método para calcular a 

potência está relacionado com o centro de massa da carga no interior do moinho. Assim, 

pode-se definir a seguinte equação para o cálculo do torque (T) necessário para girar o 

moinho: 

T = Mcgdc + Tf Equação 3.17 
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na qual Mc é a massa total da carga do moinho e Tf é o torque necessário para superar o 

atrito. Cada uma das variáveis da Equação 3.17 são ilustradas na Figura 3.14. 

Conhecendo o T é possível calcular potência do moinho Pm  a partir de:  

Pm = 2πNrT Equação 3.18 

Sendo Nr a frequência de rotações do moinho. 

 

Figura 3.14. Modelo simplificado para o cálculo do torque necessário para girar um 

moinho tubular, adaptado de King (2001) 

A seguir apresentam-se as variáveis operacionais no processo de moagem de 

bolas e a influência que estas têm tanto na potência quanto na taxa de moagem.  

3.2.2.1 Velocidade de rotação 

Regularmente, a velocidade de rotação do moinho é relacionada com a 

velocidade critica (vc). Esta vc é definida como a velocidade na qual um corpo moedor 

irá permanecer junto à parede do moinho durante uma rotação completa (Gupta e Yan 

2006). Esta velocidade esta bem descrita pela Equação 3.19. 

   
    

     

 Equação 3.19 
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Figura 3.15. Movimento da carga no interior do moinho: Cascata (Esquerda),  Catarata 

(centro) e Centrífugo (Direita) 

Na qual D é o diâmetro do moinho e     é o diâmetro do corpo moedor em metros. O 

movimento da carga se encontra diretamente vinculado com a %vc que opera o moinho. 

Assim, ainda que a altura do lifter tenha influência sobre este movimento, é possível 

dizer que para %vc menores que 50, o movimento característico é de cascata, onde o 

mecanismo predominante é a abrasão. Para velocidades de rotação entre 50-90%vc, o 

movimento é conhecido como catarata. Aqui existe uma sinergia entre mecanismo de 

abrasão e estilhaçamento. Finalmente, para velocidades de rotação maiores que 90% vc 

o movimento e conhecido como centrífugo (Cleary, 1998) (Figura 3.15). 

Normalmente, os moinhos operam em uma faixa entre 65-82% da velocidade 

crítica vc (Figura 3.16), resultando na movimentação da cara do tipo catarata. Em 

condições ótimas, a zona de impacto encontra-se no pé da carga, de maneira que os 

corpos moedores caindo não geram um dano no revestimento do moinho.  
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Figura 3.16. Faixa de operação do moinho de bolas (amarela) 

Evidentemente, a velocidade de operação também influencia na taxa de quebra 

do material. Na Figura 3.17 observa-se como à medida que aumenta a velocidade de 

rotação também aumenta a taxa específica de quebra. No entanto, uma vez que esta 

variável se aproxima da velocidade critica, a taxa de quebra começa a diminuir. 

 

Figura 3.17. Influência da velocidade de operação na taxa específica de quebra (Carvalho e 

Tavares, 2013) 
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3.2.2.2 Grau de preenchimento (J) 

Outra variável importante é o grau de enchimento ou a carga de bolas (J) no 

interior do moinho. Na Figura 3.18 observa-se como esta variável influencia na 

potência. Este comportamento se deve principalmente ao deslocamento do centro de 

gravidade da massa da carga. Em outras palavras, existe um torque (T) que é função do 

centro de gravidade da massa da carga, este deve ser superado para produzir a rotação 

do moinho. Este torque aumenta à medida que se aumenta a carga. Não obstante, pelo 

deslocamento do centro de massa em direção ao centro geométrico do moinho para 

graus de enchimento acima de 50% , o torque diminui e do mesmo modo a potência 

necessária para a rotação do moinho. Também, deve-se considerar que esse 

deslocamento do centro de massa supera o efeito do aumento de massa na equação de 

torque (Equação 3.17), desta maneira a potência demandada não se acrescenta depois 

desse limite.     

 

Figura 3.18. Efeito do grau de enchimento na potência 

Embora que com o grau de enchimento maior, uma maior quantidade de material 

está sendo potencialmente processada, esta variável não exerce influência significativa 

nas taxas específicas de moagem. Este fenômeno acontece por uma sinergia entre o 

número de colisões e a energia de cada colisão (Carvalho e Tavares, 2013). Assim, 

ainda que o número de colisões aumente com o grau de enchimento, a magnitude 

energética de cada colisão diminui pelos limitados movimentos da carga (Equação 

3.19). No entanto, chega-se a um ponto (>35% J) no qual tanto as frequências quanto a 

energia média das colisões diminuem. Nessas condições encontraram-se menores taxas 
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de moagem. Este fato também é evidenciado na moagem a úmido (Mulenga, Mkonde e 

Bwalya, 2016). 

 

Figura 3.19. Influência da carga das bolas (% J) na taxa especifica de quebra (esquerda) – 

frequência e energia média das colisões (Direita)  (Carvalho e Tavares, 2013) 

3.2.2.3  Diâmetro do moinho  

A energia média das colisões aumenta com o aumento do diâmetro do moinho, 

demandando uma maior potência para seu movimento (Weerasekara, Liu e Powell, 

2016). Como apresentado na Figura 3.20, o resultado é também um aumento 

significativo nas taxas específicas de quebra. Esta foi uma das variáveis que mais se tem 

aumentado para melhorar as taxas de moagem na indústria.  

 

Figura 3.20. Efeito do diâmetro do moinho na taxa de moagem (Carvalho e Tavares, 2013) 
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3.2.2.4 Tamanho do corpo moedor 

A influência do tamanho dos corpos moedores é bem descrita na literatura 

(Austin et al., 2007; Katubilwa e Moys, 2009; L. G. Austin, R. R. Klimpel, 1984; Shin 

et al., 2013; Zhang et al., 2014), bem como da sua forma ((Kiangi, Potapovb e Moysc, 

2013; Lameck, 2013). O aspecto mais importante a ser revisado é o seguinte: os corpos 

moedores de maiores tamanhos têm maiores energia de colisão, aumentando a taxa de 

moagem. No entanto, aplicações industriais indicam que quando o material chega a 

certo grau de finura, as bolas de maior tamanho não conseguem capturar o minério, 

evidenciando uma baixa produtividade, alto consumo energético e inconformidade no 

produto. Em contrapartida, corpos moedores de menor tamanho, ainda que capturem as 

partículas mais finas, não têm a energia necessária para quebrar as partículas mais 

grossas. Assim, se diz que a chave para atingir um equilíbrio é utilizar uma distribuição 

de tamanho de bolas (Napier-Munn et al., 1996).  

Do mesmo modo, o tamanho ótimo de bola diminui com o incremento da 

velocidade de rotação. Isso é atribuído a dois fatores: a baixa energia cinética (fator 

negativo) e ao aumento no número de contatos das bolas menores. Isso quer dizer que à 

medida que se aumenta a velocidade de rotação, aumenta também a velocidade das 

bolas. Desta maneira se faz necessário diminuir o tamanho para conseguir uma maior 

quantidade de contatos (Shin et al., 2013).  

3.2.2.5 Grau de enchimento de minério, ou preenchimento de vazios  

O grau de enchimento de minério, U, popularmente conhecido como 

preenchimento de vazios, é definido como a fração dos interstícios da carga de bolas 

que é preenchida com material, calculada usando a densidade aparente do material e 

assumindo que a porosidade na carga de bolas é de 40%. Como já foi mencionado, a 

menores graus de preenchimento de vazios gera-se uma ineficiência no moinho (Seção 

3.2.2), pois uma elevada quantidade de energia é dissipada em colisões aço-aço.  

Por outro lado, o preenchimento de vazios influencia no movimento da carga e, 

marginalmente, na potência consumida pelo moinho. De fato, sabe-se que a presença de 

minério incrementa tanto a potência consumida, como o ângulo do ombro da carga no 

moinho. Cleary (2011), por meio de simulações usando o Método dos Elementos 

Discretos, investigou a dissipação da energia, aumentando o preenchimento de vazios 
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do moinho. O autor concluiu que quanto maior o valor de U mais energia é dissipada 

nas colisões que envolvem minério, para um mesmo grau de enchimento. No entanto, a 

potência específica (W/kg) continua praticamente constante, mostrando que não se tem 

uma diferencia apreciável na maneira como é absorvida a energia pelo minério com o 

incremento dessa variável. 

 

Figura 3.21. Potência específica absorvida pelo minério em função do preenchimento de 

vazios (Cleary e Morrison, 2011) 

3.2.2.6 Geometria dos revestimentos  

Revestimentos são colocados como elementos de sacrifício para prevenir o 

desgaste das paredes do moinho. Estes revestimentos estão projetados como ondas ou 

barras elevadoras (lifters), permitindo transmitir a energia do moinho à carga (Napier-

Munn et al., 1996). O material utilizado pode ser borracha ou diferentes ligas de aço ou 

mesmo uma mistura de ambos os materiais. 

As barras elevadoras desempenham um papel crítico devido a sua forte 

influência na trajetória da carga e consequentemente, na eficiência de quebra do 

material. Existe uma relação inversa entre a vida útil do lifter e o desempenho na 

moagem. Isso se deve às seguintes premissas (Toor et al., 2013): 

 Lifters novos reduzem o volume interno no moinho.  

 Possível empacotamento do material entre os lifters. 

 Projeto inadequado dos lifters. 

 Ineficientes ajustes de parâmetros operacionais durante a fase de operação 

com lifters novos. 
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A geometria em cada barra elevadora influencia no rendimento do moinho. 

Seções transversais em forma de cone melhoram notavelmente o rendimento do 

equipamento, estendendo o movimento em catarata e o consumo de energia do moinho 

(Makokha et al., 2007). Do mesmo modo, o desgaste das barras elevadoras pode mudar 

o desempenho do moinho com o tempo (Concha, 1994; Powell et al., 2011). No 

entanto, uma pesquisa mais recente (Mundim, 2015), através da digitalização dessa 

geometria em um moinho industrial e simulações DEM,  mostrou que o efeito do 

desgaste no revestimento não tinha uma influência significativa no desempenho do 

moinho usando na moagem de pellet feed com revestimento de borracha.  

3.3 Método dos elementos discretos (DEM) 

Nos anos 1950 dizia-se que não era possível estimar com precisão a potência 

líquida por meio de uma determinação analítica, porque não se tinha um conhecimento 

claro na dinâmica interna do moinho (Gupta e Yan, 2006). Com os avanços na 

capacidade de computação e algoritmos numéricos, atualmente é possível conhecer esta 

dinâmica, respondendo a questões como a energia operacional na moagem, potência 

consumida, a tonelagem processada entre outras.  

Uma técnica que ocupa uma posição central na modelagem mecanicista da 

cominuição é o método dos elementos discretos (DEM), o qual é um método numérico 

para calcular o movimento e colisões de partículas. Fundamentalmente, o DEM permite 

resolver as equações do movimento de Newton e usa uma lei de contato para resolver as 

forças entre partículas (Weerasekara et al., 2013). O movimento de cada partícula 

individual é governado pelas leis de conservação do momento linear enquanto o 

momento angular pode ser resolvido usando a segunda lei de movimento de Newton 

(Weerasekara, Liu e Powell, 2016).  

O outro conjunto de informações extraídas do DEM para as simulações nos 

moinhos rotatórios é o espectro de energias de colisão. Atualmente existem duas formas 

de extrair esta informação. Uma delas é pela perda ou dissipação normal e tangencial da 

energia, onde existem diferentes modelos para calcular essa dissipação. Um dos mais 

utilizado é o modelo de Hertz-Mindlin (MINDLIN, 1949). Esse modelo combina a 

teoria de contato de Hertz para resolver a colisão entre elementos na direção normal e 

utiliza o modelo de Mindlin, com controle deslizante de atrito no caso de forças 
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tangenciais (Figura 3.22). Na direção normal, a força resultante (Fn) é a soma da força 

repulsiva (mola) e a força dissipada (amortecedor), representada na Equação 3.20:  

               
    Equação 3.20 

sendo Kn a constante de rigidez da mola,     a sobreposição entre as duas partículas ou 

elementos, ηn coeficiente de amortecimento e   
    é a velocidade na sobreposição.  

 

Figura 3.22. Modelo forças de contato, a) Força Normal b) Força tangencial. (η e Kn  

coeficientes da mola e do amortecedor, µ o movimento relativo) (Renzo, Di e Maio, Di, 

2004) 

 

Na direção tangencial a possível configuração da força de deslocamento depende 

das cargas tanto normal como tangencial.  Sendo que a força total tangencial é limitada 

pela lei de atrito de Coulomb, ou seja, utiliza-se o menor valor dentre os dois cálculos 

possíveis, 

                    
     Equação 3.21 



39 

 

As constantes Kn e ηn são calculadas como mostrado na Tabela 3.1, sendo Y o 

modulo de Young, G o modulo de cisalhamento, R* o raio efetivo da colisão e ε o 

coeficiente de restituição. 

Tabela 3.1. Coeficiente de rigidez e amortecimento, adaptado de WEERASEKARA et al 

(2016)  

 Sentido Normal (n) Sentido Tangencial (t) 

Constante de rigidez da mola    
 

 
                  

Coeficiente de amortecimento      
 

 
           

 

 
      

             
   

        
  

 

Por sua simplicidade este modelo permite rastrear o movimento e cinética bruta 

de um grande número de partículas, permitindo ser contabilizados e recodificados para 

análise posterior nos modelos de fragmentação (Weerasekara et al., 2013).  

A outra forma de extração é a partir da energia cinética da partícula antes e 

imediatamente após do evento de colisão. Evidencia-se uma diferença significativa nos 

resultados obtidos entre os dois tipos (Powell, Govender e McBride, 2009), entretanto 

não se tem uma concordância entre os pesquisadores sobre qual é válida. Carvalho 

(2013), entretanto, destaca que o mais importante é ser consistente com o modelo de 

quebra utilizado. 

O método dos elementos discretos é um algoritmo time-stepping, o que significa 

que o mesmo algoritmo se repete em cada passo de tempo (time step). Um dos números 

importantes nas simulações DEM é o passo de tempo de Rayleigh (Edem Guide, 2011). 

Este é o tempo tomado por uma onda de cisalhamento em se propagar através de uma 

partícula sólida. Isto é, portanto, o máximo passo de tempo teórico para as simulações 
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DEM de um conjunto de partículas quasi-estáticas, no qual o número de coordenação 

(número total de contatos por partícula) para cada partícula permanece acima de 1, e é 

dado por:  

      
 

 
 

 
 
                  

Equação 3.22 

Na qual R é o raio da menor partícula no domínio, ρ a sua densidade e   a razão de 

Poisson. Esta equação assume que a velocidade relativa entre partículas em contato é 

muito pequena, pois é apropriada para um sistema quasi-estático. Na prática, uma fração 

deste valor máximo é usada. Para altos números de coordenação (4 ou mais) um típico 

passo de 0,2   tem mostrado uma correta aproximação. Para menores números de 

coordenação, é mais adequado um 0,4    (Edem Guide, 2011). Se o passo de tempo 

utilizado é maior, o esquema é instável e os resultados da simulação não são confiáveis 

(Johnstone, 2010).  

Apesar do DEM permitir o cálculo do consumo de energia devido ao movimento 

de carga, este consumo não inclui o efeito de movimento da polpa na carga ou as perdas 

mecânicas no motor ou acoplamentos. Assim, espera-se que a potência do moinho 

obtida a partir de simulações DEM seja sistematicamente menor se comparada às 

medidas realizadas em moinhos reais, fornecendo uma previsão de consumo de energia 

com um erro de menos de 10% (Mishra, 2003). O cálculo do consumo de energia pode 

ser realizado a partir da integração de todas as perdas de energia em termos de 

componentes normais e tangencias de todas as colisões (Cleary, 2001). Regularmente, o 

resultado desta integração se encontra superestimado pelo método. Consequentemente, 

um método típico para validar as simulações de moinhos em DEM é a comparação entre 

a potência calculada pelo centro de massa a partir da simulação com a potência medida 

em um moinho durante sua operação.  

Desde os primeiros trabalhos desenvolvidos em DEM na simulação do 

movimento das bolas em um moinho em duas dimensões (Mishra e Rajamani, Raj K, 

1992; Mishra e Rajamani, 1990), o aporte deste método no entendimento destas 

operações tem sido significativo. Atualmente, depois de anos de pesquisa e importantes 

avanços na moagem de bolas (Carvalho e Tavares, 2013; Cleary, 2001, 1998; Cleary e 
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Morrison, 2011; Datta e Rajamani, 2002; Djordjevic, 2003, 2005; Kalala, Bwalya e 

Moys, 2005; Powell et al., 2011; Tavares e Carvalho, 2009)  o DEM se tornou uma 

ferramenta que ocupa uma posição destacada na modelagem avançada da cominuição.  

Alguns autores (Powell e Weerasekara, 2010) estabeleceram uma importante 

série de conclusões relacionadas com a simulação em moinhos:  

 Os eventos de colisão devem ser registrados e individualmente atribuídos à 

modelagem da quebra; este é completamente diferente que usar a energia 

acumulada para as partículas.  

 É necessária uma melhor compreensão dos componentes normal e 

tangencial do impacto na ruptura. 

 A energia do amortecedor não é utilizada quando uma partícula sofre 

fratura. De fato, apenas um décimo da energia é absorvido quando ocorre a 

ruptura.  

Simulações um pouco mais complexas incluindo minério (Cleary e Morrison, 

2011) evidenciaram o enorme poder computacional necessário para manter o controle 

da grande quantidade das partículas empregadas, isto sem incluir os eventos elementares 

que acontece na quebra das partículas. Outros autores (Cleary, 2001; Potapov e 

Campbell, 1994; Potyondy e Cundall, 2004) propuseram modelos que tentam descrever 

essa quebra de partículas. No entanto, em alguns casos o recurso computacional 

necessário para simular a quebra apenas de uma partícula é altíssimo. Desta maneira, a 

simulação de um equipamento completo torna-se difícil ou custosa. O uso mais 

conveniente do DEM para modelar e simular processos de cominuição é descrever o 

ambiente mecânico, e resolver a quebra de partículas com algum modelo baseado no 

balanço populacional (Bourgeois e King, 1993; Carvalho e Tavares, 2013; Datta e 

Rajamani, 2002; Lichter et al., 2009; Tavares e Carvalho, 2009). 

Para todos os processos onde se apresenta escoamento, o DEM pode ser 

acoplado com técnicas como Fluidodinâmica Computacional (CFD) (Brosh, Kalman e 

Levy, 2014; Smuts, 2015; Zhao e Shan, 2013; Zhou et al., 2010) ou Hidrodinâmica de 

partículas suavizadas (SPH) (Cleary, 2015), de maneira que, o movimento é governado 

pelas interações partículas-fluido, partículas-geometria e partícula-partícula.  
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Para a aplicação do DEM é necessária algumas propriedades e características 

dos materiais utilizados, tanto das partículas como da geometria empregada, isto com o 

fim de representar de maneira mais real a dinâmica desenvolvida no interior do moinho. 

Assim, além das características próprias do material (densidade, módulo de 

cisalhamento, coeficiente de Poisson) existe outro conjunto de parâmetros que domina o 

movimento e interação entre as partículas. Estes são chamados de parâmetros de 

contato. A seguir, faz-se uma revisão de seus conceitos e metodologias para sua 

medição ou calibração. 

3.3.1 Calibração de parâmetros de contato  

Uma escolha apropriada dos parâmetros de contato é de grande importância. 

Neste exercício, três parâmetros devem ser calibrados para o uso do modelo de Hertz-

Mindlin para cada interação entre materiais: o coeficiente de restituição, o coeficiente 

de atrito estático e o coeficiente de atrito de rolamento. Cada um deles tem um aporte 

significativo nas forças resultantes depois de cada contato entre partículas.  

O coeficiente de restituição (CR) está diretamente relacionado à energia 

dissipada durante uma colisão. Regularmente, é definido como a razão da velocidade 

antes e após do impacto. Assim, um objeto colide elasticamente quando o CR é igual a 

1, enquanto para uma colisão inelástica o CR é igual a 0. A medição deste parâmetro é 

relativamente complexa, especialmente para materiais com formas irregulares de 

partículas, no entanto, com medições indiretas e técnicas estatísticas é possível a sua 

estimação (Li, Zhang e Ge, 2004). Este coeficiente pode ser determinado por meio de 

ensaios de queda, como é mostrado na Figura 3.23 (Barrios et al., 2013). 

O coeficiente de atrito estático (CAE) é um valor escalar que determina quanto 

torque é necessário aplicar a um objeto em repouso para produzir seu movimento. A 

força de atrito estático máxima é igual à força mínima necessária para iniciar o 

movimento de um corpo. Assim, à medida que o coeficiente de atrito estático é maior, a 

força necessária para movimentar o corpo também será maior. Uma medição direta 

deste parâmetro foi realizada por Barrios (2013) em tribômetro, tendo sido estimada 

pela relação entre a componente tangencial e normal da força aplicada. Ainda assim, 

alguns autores (Ai et al., 2011; Johnstone, 2010) concordam que a medição precisa 

deste parâmetro não é simples. 
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Figura 3.23. Sistema de gravação de alta velocidade para a medição do coeficiente de 

restituição (Barrios et al., 2013) 

O coeficiente de atrito de rolamento (CAR) esta definido como a relação entre o 

torque necessário para o corpo se manter a uma velocidade constante e o produto do 

peso do solido e o raio de curvatura. Este coeficiente esta definido entre 0 e 1, conforme 

o CAR seja mais próximo de 1 significa que é necessária uma força maior para o corpo 

se manter em movimento a uma mesma velocidade.  

No DEM,  frequentemente as partículas de minério são modeladas como esferas, 

de forma que essas devem possuir uma resistência ao rolamento que as façam se 

comportar como se apresentassem formato real (irregular). Desta maneira, nos 

parâmetros selecionados, este comportamento já se encontra implícito (Ramos, 

Carvalho e Tavares, 2011). Por outro lado, a dificuldade na medição direta desses 

parâmetros tem evidenciado a necessidade de implementar outras metodologias com o 

fim de se obter uma representação mais precisa do comportamento das partículas. Estas 

metodologias consistem em uma medição indireta destes parâmetros nas quais o 

objetivo é verificar o ângulo de rolamento sobre diferentes condições. Aquelas 

condições mais utilizadas podem ser observadas na Figura 3.24. A descrição destas 

metodologias pode ser encontrada em outros trabalhos (Barrios, Carvalho e Tavares, 

2011; Johnstone, 2010; Mishra e Murty, 2001; Ramos, Carvalho e Tavares, 2011). 
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Figura 3.24. Metodologias de ângulo de repouso para medição indireta dos coeficientes de 

atrito (Barrios et al., 2013) 

Nas operações de moagem, a principal informação a ser obtida com o DEM é o 

movimento da carga, e consequentemente, o espectro de colisões dos corpos moedores 

no interior do moinho. O movimento da carga é diretamente influenciado pelos valores 

dos parâmetros de material e de contato utilizados em cada simulação. Desse modo, se 

faz evidente a importância da determinação precisa do conjunto de parâmetros que 

possam descrever o que acontece no interior do moinho, inclusive em condições muito 

distantes da prática operacional.   

A presença de minério aumenta o ângulo do ombro e do pé da carga, 

movimentando e afastando o centro de massa do eixo central.  Este efeito também 

aparece na forma do aumento da potência no moinho (Cleary, 1998; Ramos, Carvalho e 

Tavares, 2011). Na abordagem do modelo UFRJ, a fim de simular estas condições, o 

conjunto de parâmetros de contato no DEM deve representar o movimento com 

minério, ainda que o minério não seja incluído na simulação. Assim, a validação deste 

conjunto não seria realizada somente pela comparação dos ângulos dinâmicos, senão 

deveria existir uma similaridade entre o centro de massa calculado e a potência medida 

experimental, além dos ângulos do ombro e do pé da carga. 

Barrios (2013) fez algumas simulações em DEM utilizando esferas sobrepostas 

com o fim de representar a morfologia das partículas de forma mais realista. Barrios 

encontrou que quando as simulações em DEM não se aproximam da realidade, os 

parâmetros de contato não devem ser medidos, mas sim calibrados a partir dos 

resultados experimentais. Por conseguinte, sabendo que as simulações em DEM para 

alimentar o modelo UFRJ só representam o movimento da carga moedora, uma medição 
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direta dos parâmetros de contato não necessariamente permitiria obter uma maior 

precisão nos resultados.    

3.4 Modelos Mecanicistas na moagem de bolas 

De acordo com um número de pesquisadores que tem trabalhado com uma visão 

da contribuição do material na cominuição, como Gaudin (1939), Schönert e 

Marktscheffel (1986) e Powell (2008) a modelagem da cominuição atingiu um impasse 

há alguns anos, que já não pode evoluir para atender às expectativas de uma indústria 

mineral moderna, cujo futuro depende da sua capacidade de processar minérios cada dia 

mais escassos e mais pobres. Desta maneira, uma nova visão da modelagem vem-se 

trabalhando desde o final do século 20, com a proposta da criação de modelos 

mecanicistas (Tavares, 2017). Este tipo de modelos pressupõe que um sistema 

complexo pode ser compreendido a partir da análise do funcionamento das suas partes 

individuais e da forma em que se encontram acoplados. Diversos autores têm ajudado 

na formação de conceitos e teorias para a formação de modelos mecanicistas da 

moagem. Por exemplo, Cho (1987) desenvolveu uma metodologia de caracterização das 

funções quebra e seleção como uma ponderação em função da magnitude e da 

frequência das energias de impacto no interior do moinho de bolas. Seus ensaios, os 

quais consistiam no lançamento de esferas de aço sobre leitos de partículas, permitiram 

calcular a função de distribuição de quebra para diversas energias de impacto. 

Continuando com aqueles estudos e tentando solucionar as limitações do modelo 

do balanço populacional aplicado à moinhos, foi proposto um modelo conceitual para o 

moinho de bolas (Bourgeois e King, 1993), no qual a função distribuição de quebra é 

representada por: 





0

)();',(),'( dEEPeExxwxxb bp  (3.23) 

sendo P(E) a função de densidade de probabilidades das energias de impacto no 

moinho, wb(x, x’, eE) a massa de partículas menores que o tamanho x criado a partir da 

quebra das partículas de tamanho x’ quando submetidas a um impacto de energia E. O 

parâmetro e, o qual indica a proporção da energia de impacto absorvida pelas partículas 

em um leito, foi estimado a partir de um modelo de fratura de partículas individuais. 
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O maior avanço na modelagem de moinhos de bolas foi possível através do 

DEM. Os pioneiros em aplicar esta técnica foram Mishra e Rajamani (1992). Assim, 

aplicou-se as informações sobre a frequência e magnitude das colisões extraídas de 

simulações da movimentação da carga moedora em moinhos de bolas. O autor e 

colaboradores descreveram a moagem de bolas em batelada pela seguinte expressão: 

   

  
             

 

   

                    

 

   

   

   

 Equação 3.24 

na qual n é o número de classes da energia das colisões, ω é a frequência das colisões, 

p(Ek) é a fração de colisões de magnitude Ek, mi,k é a massa de partículas na classe i que 

quebra em um evento de colisão de energia EK, Mi massa de partículas na classe i e 

        é a função quebra. Posteriormente, outros autores continuaram com essa 

abordagem (Datta e Rajamani, 2002), acrescentando o termo Mi/H, com o objetivo de 

corrigir a falta da fração de massa i no moinho à medida que a cominuição progride. 

Além disso, os autores utilizaram um fator de 0,8 tanto para o aparecimento como para 

o desparecimento do material, o que tornou possível descrever adequadamente os dados 

experimentais.  De acordo com os autores, a necessidade da introdução deste fator 

estava relacionada com a ineficiência do moinho. 

Wang et al (2012) utilizou o modelo proposto por Datta e Rajamani (2002), no 

entanto, incluiu partículas de tamanho médio no DEM para representar a contribuição 

do minério. Os autores presumiram que a energia dissipada em cada colisão acarretaria 

na quebra do minério capturado, hipótese que contradiz os mecanismos de fratura 

validados na diferentes pesquisas e apresentadas na seção 3.1 do presente trabalho, pois 

cada partícula tem uma energia de fratura característica.  

Datta (1998) desenvolveu um modelo que utilizou o DEM com a finalidade de 

obter a distribuição de energias de impacto. Este modelo é a aplicação do modelo do 

balanço populacional com mais uma dimensão, que é o espectro de energias de fratura. 

Porém, uma limitação do modelo do balanço populacional foi mantida, ou seja, a 

hipótese de cinética de primeira ordem.  
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Continuando com a modelagem a microescala, a função quebra foi obtida pela 

quebra de partículas individuais em função do nível energético (King, 2001): 

 



0

1

0
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sendo P(E, x’) a probabilidade de quebra de uma partícula de tamanho x’ quando recebe 

uma quantidade de energia E de um impacto no moinho e B(x, x’, E) a função quebra 

que resulta de um único evento de impacto de energia E. p(E) é a distribuição de 

densidades para as energias de impacto no moinho e a variável e é a fração da energia 

naquele impacto que é capturada por uma única partícula. p(e) descreve como ‘e’ é 

distribuída sobre a população de partículas (King 2001). 

Crespo (2011) considerando uma distribuição de energias de fratura do minério e 

de colisões em um moinho de bolas conseguiu previsões do comportamento não linear 

na cinética de quebra de partículas grossas. O principal inconveniente na sua 

aproximação é um modelo de captura retro-calculado de dados de moagem em batelada.  

Até este ponto nenhum dos autores havia tentado desacoplar as características do 

material e o ambiente de moagem gerado pelo equipamento. Esta abordagem apresenta 

importantes benefícios na modelagem. O ambiente de moagem ou as condições 

energéticas que apresentam um equipamento podem ser determinados utilizando o 

DEM. Por outro lado, o que acontece com material sendo submetido aquela energia, 

pode ser calibrado por testes de caracterização realizada no laboratório. Esta é a visão 

do Unifed Comminuition Model (UCM), proposto por Powell em 2008. O autor utiliza a 

estrutura do MBP para realizar as previsões do modelo. Aqui, três diferentes eventos 

podem acontecer:  

i. Se a energia é maior que uma Ecrit, a partícula irá quebrar.  

ii. Se a energia é menor que uma Eo, a partícula não sofre nenhum dano.  

iii. Se a energia é maior que Eo e menor que o Ecrit a partícula vai sofrer um tipo de 

dano, que aumenta a probabilidade de quebra da partícula. Assim, com um número 

de impactos deste intervalo de magnitude energética, a partícula pode chegar à 

quebra. Aqui, evidencia-se a necessidade de rastrear cada uma das partículas, o qual 

não é uma atividade muito prática em simulações com DEM.  
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O UCM, em uma simples aplicação, pode ter 20 tamanhos de partícula, dois 

tipos de minerais, bolas de aço, 4 modos de quebra primária e 20 classes de energia por 

modo. Isso evidencia que as simulações em DEM para o UCM são intensas 

computacionalmente e devem ser planejadas com antecedência para obter o resultado do 

perfil do equipamento (Powell, Govender e McBride, 2008). 

Outra interessante abordagem foi realizada por Morrison e Cleary (2008) com o 

modelo chamado Virtual Comminution Machine (VCM). Uma das principais 

características deste modelo é a descrição total dos mecanismos estudados na seção 

3.1.1 (Tavares, 2017), além do enfraquecimento das partículas por repetidos impactos 

(Morrison, Shi e Whyte, 2007). Inicialmente, este modelo prediz a quebra das partículas 

usando o MBP, no entanto, simulações com minério no DEM foram necessárias para 

entender a influência deste no movimento da carga. 

Por fim, um modelo proposto por Herbst e Potapov (2004) foi relacionado com o 

DEM. Este modelo relaciona a quebra individual com o rendimento do moinho. No 

entanto, o High Fidelity Simulation (HFS) como é conhecido, é impossível na aplicação 

em escala industrial, pois demanda um intenso recurso computacional (Herbst, 2004).  

 

3.5 Modelo mecanicista UFRJ 

3.5.1 Conceitos 

A seguir, é apresentada a abordagem proposta por Tavares e Carvalho de 

modelagem mecanicista da moagem, denominado modelo UFRJ, o qual é o objeto de 

estudo do presente trabalho. Este modelo matemático leva em consideração informações 

fundamentais das propriedades de quebra do material de forma a descrever os diferentes 

mecanismos de quebra relevantes em determinado processo de cominuição. Além disso, 

é importante ressaltar que o modelo é capaz de ser utilizado na modelagem de diferentes 

equipamentos, devido, sobretudo, à sua capacidade de desacoplar inteiramente os 

efeitos do material e do ambiente de moagem. Em outras palavras: o modelo tem a 

capacidade de considerar a distribuição das energias de fratura das partículas e a 

distribuição de energias das colisões no equipamento de cominuição (Tavares e 

Carvalho, 2009).  
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Inicialmente, o modelo é baseado nas seguintes hipóteses:  

i. O ambiente mecânico de colisão é determinado exclusivamente pelo 

movimento dos corpos moedores e a energia utilizada na quebra do minério 

é dada pela energia dissipada na colisão.   

ii. A quebra resulta da componente normal da energia de colisão.  

iii. Bolas e minério no interior do moinho são considerados perfeitamente 

misturados.  

iv. Cada evento de colisão envolve partículas de minério, e as partículas sempre 

são capturadas em monocamadas.  

v. A resistência à fratura de partículas recém criadas não é função do tipo de 

mecanismo gerador. 

Portanto, o modelo utiliza o DEM em sua maneira mais apropriada e simples, 

simulando o moinho de bolas sem a presença de minério, somente com a presença de 

corpos moedores. Utiliza-se a metodologia já descrita (ver seção 3.3), na qual os 

parâmetros de contato são selecionados de modo a imitar o comportamento da carga 

com minério. A partir dessas simulações se extrai o espectro de energia ao qual o 

material a cominuir é submetido (Figura 3.25). Este espectro pode ser normalmente 

truncado em 10
-4

 Joules, já que colisões de menor magnitude foram simplesmente 

consideradas como um artifício de DEM em rastrear os contatos (Powell, Govender e 

McBride, 2008). Além disso, pode-se dizer que o dano que essas colisões conseguem 

gerar sobre o minério é nulo, pois, essas energias correspondem ao impacto de uma bola 

de 25 mm a uma altura de apenas 0,2 mm (Tavares e Carvalho, 2009). 

Carvalho (2009a) estudou a influência que tinha o truncamento de energias 

menores a 10
-4

 Joules sobre a potência calculada pela integração das energias. O autor 

evidenciou que a potência final não se vê influenciada pelo truncamento de energias 

menores 10
-4 

Joules. 
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Figura 3.25. Espectro de energias extraído do método dos elementos discretos  

Os cálculos realizados pelo DEM para determinar a dissipação de energia de 

cada colisão têm apresentado discordância com os resultados experimentais (Francioli, 

2015). Principalmente, a componente tangencial tem sido superestimada pelo método. 

Desta forma, essa componente não foi utilizada originalmente nas simulações utilizando 

o modelo UFRJ. Como alternativa,  a componente normal tem sido utilizada como 

energia disponível para a quebra das partículas de minério.  

Uma vez determinado o espectro de energia, deve-se entender como é repartida 

essa energia na população de partículas. Um modelo de captura de partículas foi 

desenvolvido por Barrios et al. (2011). Este modelo relaciona a quantidade de partículas 

capturadas em uma colisão (Bola-Bola ou Bola-Revestimento) com a energia de 

impacto, uma constante geométrica e uma constante elástica. A constante geométrica 

relacionada com o raio da bola e a constante elástica com o material. A descrição 

completa deste modelo pode ser encontrada em outra publicação (Barrios, Carvalho e 

Tavares, 2011). 

Por simplicidade, presume-se que cada partícula capturada recebe a mesma 

fração da energia da colisão. Com a suposição de que a carga no moinho se encontra 

misturada perfeitamente, é possível determinar a energia que cada partícula recebe. A 

seguir apresenta-se como o modelo relaciona essa energia para prever a quebra das 

partículas no processo de cominuição. 
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Figura 3.26. Representação gráfica do impacto de um corpo moedor sobre um leito de 

partículas (Barrios e Tavares, 2009) 

Na Equação 3.26 é apresentado o modelo na sua forma mais geral. O modelo 

tem como base o modelo do balanço populacional já discretizado em classes de 

tamanhos, esta característica é de vital importância para manter a modelagem coerente 

com a metodologia usual de medição de tamanhos de partícula, que normalmente é o 

peneiramento. 

 

Figura 3.27. Ilustração dos eventos em um único evento de colisão (Tavares e Carvalho 

2009) 
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Equação 

3.26 

 

sendo: 

i Classe de tamanho 

   
   Frações mássicas de material na 

corrente de alimentação 

    Frações mássicas de material no 

interior do processo 

   
    Frações mássicas de material na 

corrente de saída 

    Taxas de alimentação do material 

     Taxas de descarga do material 

l Classe mineralógica 

Dilk  Taxa de desaparecimento 

Ailk Taxa de aparecimento 

b Quebra do corpo da partícula (por 

impacto) 

s  Quebra superficial (por abrasão). 

 

   Frequência de eventos de aplicação 

de energia da classe k (impactos) 

 

Assim, tomando um pequeno intervalo do tempo, dentro do qual as partículas 

são submetidas apenas a um único evento de colisão no moinho, existem quatro 

resultados diferentes que podem ocorrer e que são ilustrados na Figura 3.27. Em 

resumo, uma partícula pode ser ou não pode ser capturada por o corpo moedor, se a 

partícula é capturada e dependendo da quantidade de energia, ela pode ou não pode ser 

fraturada; no caso que não seja fraturada, a partícula vai sofrer quebra superficial, além 

de enfraquecimento do material; e no caso que a partícula seja fraturada 

(volumetricamente) vai gerar uma série de partículas classificadas em faixas mais finas, 

podendo ainda permanecer na mesma faixa original de tamanhos, esse último 

contemplando a possibilidade que partículas contidas em uma classe de tamanhos 

podem gerar fragmentos ainda contidos na mesma faixa (Tavares e King 1998). Desse 

modo, as taxas de desaparecimento e aparecimento são descritas segundo a Equação 

3.27 e a Equação 3.28, respectivamente: 
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Equação 

3.27 

    
         

   

   

        

 

 

                                      
 

 

 
Equação 

3.28 

O termo        é a distribuição das energias de impacto E de classe k no equipamento. 

mik (E) é a massa de partículas contidas na classe de tamanho i que são capturadas em 

cada evento de impacto relacionado a classe de colisão k. p(e) k é a função de repartição 

da energia de impacto entre estas partículas, a qual depende da classe de impacto k. bijlk 

é a fração mássica que uma partícula da classe mineralógica l que uma classe de 

tamanho j deixa na classe de tamanho i quando sofre quebra por impacto do tipo k de 

magnitude eE. Fil é a distribuição de energias de fratura das partículas na classe de 

tamanho i e classe mineralógica l naquele instante de tempo. Assim, Fil (eE,t), é a 

proporção das partículas na classe il que quebram quando submetidas a uma energia de 

impacto eE. 

No que diz respeito à quebra superficial pelo mecanismo de abrasão, tem-se a 

Equação 3.29 e a Equação 3.30: 

    
                    

 

 

                      
 

 

          
Equação 

3.29 

    
          

   

   

          

 

 

                                
 

 

           
Equação 

3.30 

nas quais aij é a função quebra de abrasão na forma densidade e kj é a taxa de quebra por 

abrasão. Estes dados são determinados segundo o modelo de abrasão apresentado na 

seção 3.1.3.1.  

Uma vez que uma partícula é quebrada, gera-se partículas filhas de determinados 

tamanhos menores, sendo que cada nova partícula filha possui uma distribuição de 
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energias de fratura relacionada com a distribuição de energias de fratura do material 

original do mesmo tamanho.   

Desta maneira, seguidamente do cálculo de um ciclo de impactos, se faz 

necessário calcular a nova distribuição de energias de fratura do material em cada classe 

il. Para atender essa necessidade do modelo, a Equação 3.31, gera a distribuição de 

energias de fratura do material de cada classe após um ciclo de impactos, sendo 

F(E,t=0) são as distribuições de energias de fratura do material novo, F(E,t) do material 

no interior do processo de cominuição no instante de tempo t, F*(E,t) do material que 

sofreu efeito do dano e F(E,t+∆t) do material após o ciclo de impactos no instante t.  

           

  
         

                                                   

                           
 

Equação 3.31 

A distribuição de energia de fratura do material original é geralmente bem 

descrita pela função distribuição log-normal truncada superiormente (Tavares e King 

2002) dada pela Equação 3.32: 

          
 

 

 
 
 
 

     

 

 
             

     
 

 

 

 
 
 
 

 

 

Equação 3.32 

sendo:  

    
        

         
 Equação 3.33 

O termo   
  é a variância, Emax,il corresponde ao truncamento superior da 

distribuição.         é definido como a mediana da distribuição de energias de fratura, a 

qual é relacionada na Equação 3.34, a qual apresenta alguns parâmetros que dependem 

só do tipo de material (E∞, ø, do) e que deve-se ajustar experimentalmente (Tavares e 

Carvalho, 2009):  
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Equação 3.34 

      é a massa média de uma partícula na classe il, podendo ser calculada com a 

Equação 3.35, na qual   é a massa específica do material,  β é o fator de forma 

volumétrico e o di o tamanho representativo da classe i. 

             
 

 
Equação 3.35 

A distribuição de energias de fratura de partículas que sofreram impacto, mas 

não quebraram é dada por: 

   
           

        
    

 
   

             

           
          

 

 

   
 

 

        
   

 

 

 

Equação 3.36 

O parâmetro D é a quantidade de dano ao qual a partícula é sujeita e encontra-se 

definido como: 

    
           

           
 

   
 

  
Equação 3.37 

sendo que γl é o coeficiente de acúmulo do dano e é função do material processado. 

Assim, são gerados sistemas de equações constituídos pela Equação 3.26 e 

Equação 3.31, os quais têm que ser resolvidos em conjunto, onde os termos da Equação 

3.31 são definidos por:  

       

  
  

  

    
            

 

       
 

 

      Equação 3.38 
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que é a fração de material na classe il que foi danificado mas permaneceu na classe de 

tamanho original é dada por,  

       

  
  

  

    

 
 
 
 
 
 

       

 

   

           
 

 

                                   
 

 

 

   
 
 
 
 
 
 

 

 
Equação 

3.39 

sendo a fração de material que apareceu devido à quebra (por impacto e por abrasão) 

das partículas maiores ou iguais ao tamanho da própria classe il é dada por: 

       

  
 

      

    
 
    

  
                  

 

  

  Equação 3.40 

sendo a fração de material da classe il que não foi capturada em cada intervalo de tempo 

dt e, por fim,  

       

  
  

   
           

    
 Equação 3.41 

é a fração de material que entra no processo no intervalo de tempo   . 

Por último, falta estabelecer as classes de impactos K. Com este fim foi utilizada 

uma matriz de colisões, a qual relaciona cada tipo de choque possível entre os diferentes 

elementos de impacto do processo. Faz-se uma lista dos possíveis contatos, levando em 

consideração que a colisão de um contato A-B é igual a uma colisão de um contato B-A. 

Na Tabela 3.2 é apresentado um exemplo onde se tem dois tipos de tamanhos de bolas 

(CM1-CM2) e o revestimento do moinho. Desta maneira, na Tabela 3.3 encontram-se os 

valores que se tornam k, dependendo do tipo de colisão.  
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Tabela 3.2. Matriz de colisões em um moinho de bolas 

  CM1 CM2 Revestimento 

CM1 Sim - - 

CM2 Sim Sim - 

Revestimento Sim Sim - 

 

Tabela 3.3. Classe de colisões e tipo de colisão associado 

Classe de colisões (k) Tipo de colisões 

1 CM1 – CM1 

2 CM1 – CM2 

3 CM1 – Revestimento 

4 CM2 – CM2 

5 CM2 – Revestimento 

 

3.5.2 Resultados do modelo UFRJ na moagem de bolas 

Carvalho (2009) apresenta alguns estudos de caso para a validação preliminar do 

modelo, sendo apenas alguns desses revisados a seguir. Na primeira circunstância a 

partícula ou partículas (no caso de leito) é colocada sobre uma superfície de aço e 

posteriormente impactada com uma bola de peso conhecido desde uma altura 

conhecida. Para fazer a validação do modelo foram utilizados dados de pesquisas 

anteriores (Barrios e Tavares 2009; Bourgeis 1993) em leito de partículas, sendo as 

configurações analisadas para os leitos de 1, 2 anéis e monocamada. 

A Figura 3.28 mostra que o modelo descreveu adequadamente os resultados 

experimentais, tanto para o impacto sobre uma única partícula quanto para o impacto 

sobre diferentes leitos. 
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Figura 3.28. Simulação (linhas continuas), utilizando o modelo UFRJ, da quebra de 

partículas de quartzo individuais e em leitos comparados aos dados experimentais 

(pontos), (Carvalho, 2009) 

Um segundo cenário foi testado, onde a partícula sofre um dano por impactos 

repetidos. Neste ensaio, utilizaram partículas de minério de ferro contidas na faixa de 

tamanhos de 125 x 63 mm; tendo sido estas partículas sobmetidas a ensaio de 

autofratura.   

Na terceira circunstância o modelo foi testado na simulação da moagem em 

batelada ou descontínua (M = constante, W
in

 = W
out

 = 0), em um moinho de bolas de 

tamanho 30 x 30 cm e dotado de quatro lifters de 7 mm de altura, operando com 30 % 

de grau de enchimento, preenchimento de vazios de 100 % e velocidade de 54 RPM. 

Foi moído um minério de um único componente mineralógico e com o moinho 

carregado com corpos moedores de um mesmo diâmetro (25 mm), de forma que o único 

tipo de colisão relevante à quebra foi a do tipo bola-bola (Nk = 1). Uma vez calculados 

os parâmetros exigidos pelo DEM, foram feitas as comparações de dados experimentais 

e simulação pelo modelo.  

Uma das características que já foi mencionada é a capacidade do modelo prever 

taxas de quebra não lineares. Estas aparecem principalmente na quebra de partículas 

mais grossas, pois os impactos não possuem energia suficiente para produzir a quebra 

das partículas, as quais são enfraquecidas à medida que recebem impactos repetidos, 

além da presença de mecanismos de abrasão (Figura 3.29) 
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Figura 3.29. Proporção remanescente na classe original de tamanho em função do tempo 

na moagem descontínua de um minério de calcário (Carvalho, 2009) 

Foram também realizados ensaios de moagem em batelada para dois materiais 

com características de quebra diferentes: minério de cobre e granulito. Em geral, o 

modelo comportou-se muito bem, mas é importante destacar no caso de minério de 

cobre a diferença entre os experimentos e a simulação para o tempo de um minuto, no 

qual Carvalho concluiu que este comportamento ocorre porque não há repartição de 

energia, provocando uma quebra intensificada. Para o granulito evidencia-se um bom 

comportamento. 

Figura 3.30. Resultados da moagem descontínua para um granulito (esquerda) e para um 

minério de Cobre (direita) (Carvalho, 2009) 
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No caso de moagem contínua, Carvalho (2009) realizou ensaios em circuito 

aberto, com uma alimentação multicomponente, em que o componente 1 apresenta o 

dobro da energia de fraturas do componente 2. Os resultados mostram que o modelo foi 

sensível a uma mudança súbita na resistência do material alimentado, mostrando uma 

mudança gradual na resistência do material no interior do moinho, conforme esperado. 

O modelo foi ainda utilizado para a predição do efeito das variáveis de operação 

e projeto sobre a taxa de quebra de material em um moinho de bolas em batelada de 30 

x 30 cm (Carvalho e Tavares, 2013), com concordâncias similares às apresentadas 

anteriormente, além de sensibilidade nas predições das mudanças no perfil do 

revestimento. Além disso, neste mesmo trabalho foram ainda realizadas comparações 

dos modelos de escalonamento de Austin e colaboradores e Herbst e Fuerstenau, onde o 

modelo mecanicista mostrou boas correlações com os modelos empíricos.   

Outro trabalho de vital importância, onde o modelo foi aplicado de forma 

preliminar, foi realizado por Francioli (2015), o qual realizou vários experimentos em 

um moinho de dimensões 30 x 30 cm e investigou a influência de parâmetros como: 

grau de enchimento de bolas, velocidade de rotação do moinho, preenchimento de 

vazios, tamanho dos corpos moedores, porcentagem de sólidos e projeto das barras 

elevadoras (lifters) na granulometria do produto. O autor encontrou que o tamanho das 

bolas é a variável que mais afeta o consumo de energia e a taxa de quebra no moinho, 

especialmente para o minério grosso. Além disso, o autor concluiu que quando maiores 

tamanhos de bolas e baixas velocidades de rotação são usadas, maiores foram as taxas 

de quebra. Todos seus resultados incrementaram a base de dados no LTM, sendo 

parcialmente utilizados no presente trabalho. A principal conclusão relacionada com o 

modelo mecanicista UFRJ é a excelente concordância com dados experimentais 

relacionados à quebra de partículas grossas de minério quando corpos moedores de 40 

mm foram utilizados. Por outro lado, de forma análoga ao trabalho anterior (Carvalho, 

2009) o trabalho evidenciou a necessidade de ajuste na simulação da moagem de finos e 

também na moagem usando bolas de menores tamanho (i.e. 15 e 25 mm) (Figura 3.31).  
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Figura 3.31. Resultados de moagem de bolas de moinho de 30 cm diâmetro, bola de 15 

mm, 65% vc. Previsões do modelo UFRJ (línea continua) (Francioli, 2015) 

  

4 METODOLOGIA 

No presente capítulo, materiais, unidades e procedimentos experimentais são 

apresentados. Cabe mencionar que uma grande parte dos resultados dos ensaios 

experimentais utilizados no presente trabalho já fazia parte do banco de dados do LTM.  

4.1 Material  

O material selecionado para o estudo é a rocha granulito, produzida pela 

empresa Pedra Sul, localizada em Matias Barbosa, no estado de Minas Gerais. O 

granulito é uma rocha metamórfica formada em grande profundidade, alta pressão e 

temperatura e na ausência de água. Na jazida em questão, ela apresenta composição 

química pouco variada. Contém minerais granulares ou tabulares, mas não prismáticos 

(Macêdo, 2006). A principal característica e motivo de escolha do material são as suas 

boas propriedades mecânicas, que possibilita resistência aos processos de peneiramento 

e manuseio. Sem essa resistência o minério poderia quebrar facilmente nas etapas do 

peneiramento ou outras, e geraria discordâncias nos resultados.  
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Foi caracterizado um minério proveniente da mesma empresa do ano de 2008, 

entretanto, o lote utilizado para o presente trabalho pertence a uma nova quantidade (5 

toneladas) que posteriormente foi enviado ao LTM em 2013. Para garantir que se trata 

da mesma rocha foi determinado o Wi de Bond além de ensaio padronizado do abrasão 

do JKMRC.  

4.1.1 Moabilidade de Bond (Wi) 

Para a execução deste ensaio deve-se utilizar um moinho padrão (30 x 30 cm), 

regulado para uma velocidade de 70 +/- 3 RPM. Na Tabela 4.1 está apresentada a 

distribuição das bolas da carga moedora. 

Tabela 4.1. Distribuição dos diâmetros das bolas da carga moedora 

N
o
 de bolas Diâmetro (mm) 

43 36,5 

67 30,2 

10 25,4 

71 19,1 

94 15,9 

 

Neste método o minério deve ser britado abaixo de 3,4 mm, minimizando a 

produção de finos. A quantidade de material (em gramas) de alimentação (MAlim) é 

determinada pela quantidade de material ocupado em 700 ml de uma proveta de 1 L. O 

material é cominuído durante um número de revoluções (Nrev), que dependente da 

resistência do minério, mas é recomendável escolher entre 100-200 revoluções. 

Posteriormente, o material dever ser classificado, para escolher a abertura da malha de 

classificação do ensaio, que será, quando possível, aquela que fechará o circuito de 

moagem industrial. Na ausência deste dado, é recomendado usar a peneira ABNT 0,150 

mm. Por último, a mesma massa do material passante daquela peneira é recomposta 

com material novo, do mesmo lote inicialmente britado abaixo de 3,4 mm, para depois 

ser moído mais uma vez durante um novo número de revoluções controlado. Este 

número de revoluções vai depender da moabilidade (Mpassante/Nrev) e se define na 

Equação 4.1:  
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 Equação 4.1 

Este procedimento é repetido uma e outra vez até que a Moabilidade atinja o 

equilíbrio. Com isto quer-se dizer que os três últimos valores de Moabilidade devem ter 

uma diferença entre 3% em relação ao valor médio. Desse modo, o Wi pode ser 

calculado pela Equação 4.2: 

    
    

                               
      Equação 4.2 

sendo:  

Wi – Índice de trabalho para moagem, kWh/t; 

Am – Abertura da malha teste de classificação em m; 

P – Abertura da peneira onde passam 80% da malha do produto, em m; 

A – Abertura onde passam 80% da massa da alimentação, em m; 

Mob- Média dos três últimos valores de Moabilidade. 

 

4.2 Unidades Experimentais  

Duas unidades experimentais foram usadas no presente trabalho. Um moinho de 

30 cm de diâmetro por 30 cm de comprimento e um moinho de 60 cm de diâmetro por 

24 cm de comprimento. Este último foi projetado e fabricado como parte do presente 

trabalho. A seguir, uma breve descrição de cada um deles é apresentada. 

4.2.1 Moinho de 30 cm 

A grande maioria dos ensaios experimentais do presente trabalho foram ou já 

tinham sido realizados no moinho de 30 x 30 cm (Francioli, 2015). O moinho projetado 

com um motor de 1,5 kW que faz rotar um eixo de 1” de diâmetro, que por sua vez 
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transmite o movimento até o tambor. Entre o motor e o tambor em seu eixo principal 

encontra-se um sensor de torque tipo DR-3000 manufaturado por Lorenz Messtechnik 

GmbH, o qual permite medir a velocidade, o torque e a potência líquida ao longo do 

tempo com um erro 0,1% (Figura 4.1). Um transdutor amplifica, filtra e envia os sinais da 

célula de carga para um software de gravação através de um Universal Serial Bus (USB). 

Devido ao ruído mecânico e elétrico, bem como a natureza desequilibrada do movimento da 

carga, há uma flutuação na potência medida. Por conseguinte, em condições estacionárias 

uma média da potência medida é usada. Cabe destacar que esta potência líquida 

experimental é utilizada como referência para a calibração das simulações. 

Três configurações de tambores foram utilizadas (Figura 4.2), todas com as 

mesmas dimensões. Diferencia-se por uma característica em particular, o número e a 

altura dos lifters. Uma das configurações é equipada com 8 lifters mais agressivos, com 

as seguintes medidas: 15 mm altura x 25 mm de largura, esta configuração será 

chamada no decorrer do trabalho de tipo 1. A outra com 6 lifters de 6 x 26 mm de altura 

e largura, respectivamente, denomina-se tipo 2. Por último, uma terceira configuração 

foi utilizada, diferenciando-se das duas anteriores por possuir 4 lifters de borracha de 7 

mm altura e 10 mm de largura, chama-se de tipo 3.  

 

 

Figura 4.1 Moinho de bolas com tensor de torque incorporado localizado no 

LTM/COPPE/UFRJ 
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Figura 4.2. Configuração de moinho 30 x 30 cm. Elevadores maiores moinho tipo 1 

(Esquerda), menores tipo 2 (centro) e elevadores de borracha tipo 3 (direita) 

4.2.2 Moinho de 58 cm  

Com a necessidade de avaliar o modelo UFRJ em condições energéticas e taxas 

de moagem diferentes, foi projetado e fabricado um novo moinho, cuja a carcaça foi 

feita de aço SAE 1020. Embora um dos critérios iniciais em seu projeto era diminuir o 

comprimento total comparado com o moinho de 30 cm, este equipamento foi projetado 

com o mesmo princípio de funcionalidade. Assim, O moinho foi projetado com um 

motorredutor (Tabela 4.2) conectado a um eixo principal de 1½”. Por meio deste eixo e 

acoplamentos do tipo Falk Steelflex 1040T10, é transmitido o movimento para o tambor 

(aliviado sobre dois rolos que permitem seu movimento) e o sensor de torque. Este 

último, do mesmo tipo DR-3000 e fabricado pela mesma empresa alemã, permite medir 

torques de até de 1000 N.m. Todos estes componentes estão suportados sobre uma 

estrutura de aço, baseada em cantoneiras de abas iguais de 1¾” (45 mm) largura e ¼” 

(6,35 mm) de espessura. O projeto pode ser visto na Figura 4.3,  enquanto detalhes das 

suas medidas e fotos podem ser encontradas nos anexos. 
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Figura 4.3. Projeto moinho de tambor de 58 cm de diâmetro por 24 cm de comprimento  

No interior do tambor realizou-se a soldagem de 8 barras elevadoras de 12 mm 

de altura por 25 mm de largura. A tampa projetada foi composta por uma tampa menor 

que permite a carga e descarga no moinho. Cabe afirmar que entre a tampa e o tambor 

existe uma vedação completa que permite realizar ensaios a úmido. Por último, o torque 

sem carga para movimentar o moinho vazio foi medido antes de cada teste e subtraído 

do torque bruto, que é então convertido para o consumo de energia.  

Tabela 4.2. Características do motorredutor SEW do Moinho 60 cm. 

Característica Valor 

Potência (kW) 2,2 

Torque de saída máximo [N.m] 300 

Frequência motor [Hz] 60 

Rot. entrada/saída A [RPM] 1710/72 

Redução total [I] 23,59 

Nº de polos 4 
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4.3 Ensaios de moagem em batelada  

Embora a maioria dos resultados utilizados no presente trabalho foram 

resgatados da base de dados do LTM, alguns testes adicionais foram realizados com 

objetivos específicos no contexto do presente trabalho. Em cada um desses ensaios 

foram realizadas análises granulométricas em diferentes tempos de moagem (i.e. 1, 3, 5 

e 10 min.). Desse modo, depois de completar os respectivos tempos, o minério era 

descarregado e analisado como se descreve a seguir.     

4.3.1 Analise granulométrica 

As análises granulométricas foram realizadas usando uma série de peneiras com 

aberturas decrescentes que seguem a progressão com razão   . Partículas com 

tamanhos maiores que 4,75 mm foram peneiradas no Produtest
®

. Da mesma maneira, 

para partículas menores que 4,75 mm e retidas em 0,425 mm utilizou-se o Ro-tap
®

. 

Finalmente, para as partículas de menor tamanho foi utilizado o Mytos
®

. 

Tanto o Produtest
®

 quanto o Ro-tap
®

 são peneiradores vibratórios de 

laboratório. O produtest
®

 é utilizado principalmente para material grosso e pode ser 

abastecido com altas quantidades (aproximadamente 4 kg). O Ro-Tap
®

 é mais adequado 

para peneiramento de partículas mais finas e menores quantidades de amosrtra (inferior 

a, aproximadamente, 750 g).     

O outro equipamento usado nas análises granulométricas foi o Mytos
®
, fabricado 

pela empresa Sympatec, o qual utiliza a técnica de espalhamento laser. Esta técnica 

consiste na leitura da difração do laser pela interação com as partículas dispersas na 

amostra. Assim, são caracterizadas as partículas no intervalo de tamanho de 0,25 a 3500 

μm (Figura 4.4). O peso da amostra deve-se encontrar entre 7 e 20 g.  
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Figura 4.4. Sistema de espalhamento laser Mytos (Sympatec) 

4.3.2 Cominuição a baixa energia 

Um dos cenários ainda não avaliado com o modelo mecanicista, é aquele no qual 

predomina a cominuição de baixa energia, com movimento da carga moedora 

predominantemente em cascata. Afim de reproduzir essas condições, planejou-se 

ensaios no moinho de 30 cm, com revestimento de tipo 2, operando com as seguintes 

condições: partículas monotamanho de 9 x 12,5 mm, com 100% de preenchimento de  

vazios, para um grau de enchimento de 30% e bolas de 25 mm de diâmetro. A 

velocidade de rotação foi equivalente a 50% da velocidade crítica do moinho (40,3 

rpm).  

Para o desenvolvimento do modelo de abrasão em função da energia foram 

necessários outros testes sem carga de bolas, tanto no moinho de 30 cm (tipo 3) quanto 

no de 60 cm de diâmetro. O tempo de moagem, para ambos os casos, foi de 10 minutos 

sem interrupções. Desta forma, foi possível reproduzir as condições de abrasão que 

predominam no ensaio padronizado do JKMRC (seção 3.1.3.1 ). 

A fim de se obter um melhor aproveitamento destes ensaios, realizou-se ainda a 

análise da forma das partículas durante os tempos de moagem. Os índices de 

lamelaridade (IL), alongamento (IA) e de forma (IF) para a classe mais grossa ensaiada 

foram calculados, seguindo a metodologia descrita na norma inglesa “BS 812 Testing 

aggregates. Methods for determination of physical properties”. Uma partícula é 
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considerada lamelar quando a sua espessura é menor que 0,6 da sua dimensão nominal. 

Alongada quando o comprimento da partícula é igual ou superior a 1,8 da sua dimensão 

nominal e não cúbica quando a relação entre o comprimento e a largura (C/L) da 

partícula é maior que 3. Cada índice corresponde ao quociente da massa de cada tipo de 

partícula pela massa da amostra.  

4.3.3 Enchimento de vazios – úmido-seco 

Outra variável que não tem sido avaliada no modelo UFRJ é o preenchimento de 

vazios. No presente trabalho, faz-se um estudo detalhado dessa influência por meio de 

simulações em DEM. Daqui, implementou-se algumas novas hipóteses para melhorar as 

previsões do modelo. No entanto, para validar esses resultados foi necessária a 

realização de novos ensaios experimentais. A metodologia foi bem simples, utilizando-

se dos mesmos tempos e procedimentos para as análises granulométricas. A 

granulometria do material alimentado estava contido na faixa entre 3,35 mm e 0,6 mm e 

foram utilizados diferentes graus de preenchimento de vazios (100, 150 e 200%) tanto a 

úmido quanto a seco (Ver Ensaios 1 a 6 Tabela 4.3). 

Tabela 4.3. Condições de ensaios experimentais de moagem em batelada. 

Ensaio  # Tamanho de bolas (mm) % J % vc Diâmetro Moinho (cm)  % U % Sólidos 

1 

25 
30 

50 

30 (tipo 3) 100 100 

2 

30 (Tipo 1) 

100 100 

3 150 100 

4 200 100 

5 100 70 

6 150 70 

7 200 70 

8 60 60 100 100 

9 20 80 60 100 100 

 

4.3.4 Ensaios no moinho de 60 cm 

Por fim, foram realizados dois ensaios de moagem utilizando o moinho de 60 cm 

de diâmetro. Entretanto, o aporte destes testes no entendimento do modelo foi relevante. 

As características dos ensaios são apresentadas na Tabela 4.3 (Ver Ensaio 8-9). 
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4.4 Simulações DEM 

Para as simulações da movimentação da carga de moinhos utilizando o método 

dos elementos discretos, foi utilizado o software EDEM
®
 (Dem Solutions Ltd.). Este 

software pode ser dividido em três partes:  a primeira, o EDEM Creator, usado para 

configurar e inicializar o  modelo, criar ou importar partículas e geometria, entre outros 

parâmetros. Nesta etapa, é selecionado o modelo de contato utilizado, o qual 

correspondeu ao Hertz Mindlin-slip, revisado na seção 3.3. A segunda parte 

corresponde ao EDEM Simulator no qual se configura e controla a simulação; e 

finalmente, o EDEM Analyst ou pós-processador, usado para analisar e visualizar os 

resultados da simulação.  

Uma das principais características deste software é a alta capacidade de pós-

processamento em sua plataforma, que permite extrair informações como as forças, 

velocidades, energias da partícula, entre outras. Ele também permite analisar desgaste 

na geometria, acoplamentos com diferentes programas, entre outras características, o 

que faz do EDEM o principal software de simulação em DEM para aplicações em 

engenharia. No presente trabalho foi utilizada sua última versão, o EDEM  2.7.2, a qual 

apresenta grandes vantagens comparadas com as versões anteriores. Entretanto, com o 

fim de validar o uso deste software, foi realizado um estudo da influência de cada 

parâmetro ajustado no EDEM Simulator nas simulações de movimentação da carga 

moedora. Desta maneira, uma metodologia foi proposta para garantir que o espectro de 

energias extraído do EDEM seja adequado para o modelo UFRJ.  

4.4.1 Calibração de parâmetros de contato para simulação em DEM 

A calibração realizada no presente trabalho consistiu em equipar os moinhos em 

batelada com uma tampa acrílica, que permitisse observar o movimento das bolas em 

seu interior. Assim, foi possível a captura de imagens e/ou vídeos para uma análise 

posterior. Esta análise consistiu na medição digital dos ângulos do pé e do ombro da 

carga. Para gerar cada uma das fotos e vídeos, se utilizou a câmera Nikon D3200 com 

24,2 MP e 60 frames por segundo. Além disso, os ângulos de repouso dinâmicos foram 

medidos por meio de um programa de desenho. Assim sendo, este procedimento foi 

executado nas duas unidades experimentais (moinho de 30 e 60 cm de diâmetro). 
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Regularmente, se realiza um plano fatorial para encontrar o conjunto ótimo de 

parâmetros. No entanto, em trabalhos anteriores realizou-se a calibração dos parâmetros 

de contato para o moinho de 30 cm (Ramos, Carvalho e Tavares, 2011). Os resultados 

de dito trabalho mostram uma alta congruência entre as simulações e os ensaios 

experimentais. Por conseguinte, esse conjunto de parâmetros foi tomado como ponto de 

partida, descartando a necessidade da realização de um plano fatorial. 

4.4.1.1 Calibração de parâmetros DEM no moinho de 30 cm de diâmetro  

Em conformidade com o acima descrito, já estabelecido o conjunto de 

parâmetros do moinho de 30 cm, apenas se pretende testar eles em um cenário extremo. 

Esta condição consistiu em reproduzir o ensaio de Bond. Onde os lifters do moinho 

foram removidos, proporcionando uma superfície lisa que possa testar os coeficientes de 

rolamento selecionados.  

4.4.1.2 Calibração de parâmetros DEM no moinho de 58 cm de diâmetro.  

  Para o novo moinho de 58 cm de diâmetro não havia ainda sido realizado 

estudo de calibração de parâmetros. Têm-se evidências de que o coeficiente de 

restituição varia com a energia de impacto (Zhou, 2013). Além disso, existem dois 

aspectos importantes a testar: o primeiro é a diferença nas condições superficiais das 

paredes dos moinhos, que poderiam gerar alterações nos coeficientes de rolamento; o 

segundo é a redução do comprimento do tambor, que poderia ocasionar um aumento do 

ângulo de repouso do material, independentemente da condição operacional. Isto 

significa que o efeito de parede pode ser intensificado nesse moinho, o qual proporciona 

uma maior elevação do leito de material através do movimento ascendente das paredes 

laterais.  

Neste contexto, foi projetada uma tampa em acrílico bipartida, a qual permitiria 

de uma maneira mais simples a carga e descarga do moinho. As dimensões da tampa 

são apresentadas na Figura 4.5. Foi realizada uma grande quantidade de testes, variando 

velocidade, porcentagem do enchimento de bolas e diâmetro das bolas, além de 

diferentes graus de enchimento do minério. Com isto, garantiram-se distintos 

movimentos da carga que devem ser representados pelos parâmetros escolhidos. Na 

Tabela 4.4 são resumidas as condições usadas em cada ensaio. 
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Figura 4.5. Projeto da tampa acrílica bipartida para calibração de parâmetros de contato 

DEM no moinho 58 cm de diâmetro 

Tabela 4.4. Características dos ensaios experimentais para obtenção de parâmetros de 

contato DEM 

# Ensaio Diâmetro da bola (mm) J (%) Vc (%) U (%) 

1 

25 

10 

40 0 

2 60 100 

3 80 0 

4 

20 

40 100 

5 60 0 

6 80 100 

7 

40 20 

40 0 

8 60 100 

9 80 0 

 

4.4.2 Simulações de movimento de carga 

Uma vez estabelecida a influência de cada parâmetro no software EDEM, além 

da calibração dos parâmetros de contato, foi possível fazer simulações com um alto grau 

de confiabilidade. Inicialmente, a simulação do moinho de bolas consistiu em simular a 

movimentação da carga no EDEM durante 8 segundos, tempo este necessário para que o 

movimento da carga moedora atinja o regime estacionário. Durante este tempo não se 

realiza um rastreamento da energia das colisões, pois esta opção consome uma 
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porcentagem significativa de memória, desta maneira é possível melhorar o rendimento 

da simulação. Uma vez em regime estacionário, a opção de rastreamento das energias 

das colisões é ativada, e a simulação é realizada por mais dois segundos de operação. 

Finalmente, são extraídas informações como posição das partículas, velocidades, 

identificação, energia normal e tangencial de cada colisão, entre outras  

O pós-processamento dos dados foi realizado pelo software LTMAnalyst 

(CARVALHO, 2013), além de algumas rotinas desenvolvida especificamente para o 

presente trabalho. Em relação ao LTMAnalyst, este software fornece o espectro de 

energia, a estimativa da potência pelo centro de massa, movimento da massa e diversas 

informações de bastante utilidade para o análise do moinho (Figura 4.6), que são 

gerados a partir de informações extraídas da simulação do movimento da carga moedora 

realizada no EDEM. 

 

Figura 4.6. Exemplo de resultado pós-processado usando o LTMAnalyst 

 

4.4.3 Simulações com minério 

Com o objetivo de estudar a contribuição do minério tanto no movimento da 

carga quanto na forma como é dissipada a energia, Foi realizada uma série de 

simulações variando o percentual de preenchimento de vazios sob as mesmas condições 

operacionais. Avaliou-se a influência de outras variáveis como a porcentagem da 

velocidade crítica, o tamanho de partículas de minério, o diâmetro dos corpos moedores 

e o diâmetro do moinho (Tabela 4.5).   
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Tabela 4.5 Condições das simulações com minério 

# 

Diâmetro 

de 

Moinho 

(cm) 

Diâmetro 

corpos 

moedores 

(mm) 

Diâmetro 

das 

partículas 

de Minério 

(mm) 

Velocidade 

de rotação 

(%vc) 

Número 

de corpos 

moedores 

Número 

de 

partículas 

de 

Minério  

Preenchimento 

de vazios (%) 

1 

30 tipo 1 

25 

3 50 461 

0 0 

2 43200 40 

3 64800 60 

4 86400 80 

5 108000 100 

6 129600 120 

7 162000 150 

8 216000 200 

9 15,83 50 461 723 100 

10 3 80 461 64800 60 

11 3 65 461 64800 60 

12 40 3 50 127 34352 100 

13 40 3 50 112 162000 150 

14 40 Distribuição 40,3 112 14760 100 

15 
60 25 

7,74 
60 

1043 14219 
100 

16 4,75 795 16456 

 

A alta demanda computacional para a realização deste tipo de simulações, em 

função do pequeno tamanho das partículas, torna impraticável realizar a simulação do 

moinho completo. Uma ferramenta disponível no software EDEM é a possibilidade de 

simular um segmento do comprimento total do moinho, no qual suas extremidades são 

indiretamente conectadas de modo que partículas que passam por uma dessas 

extremidades continuam seu movimento e/ou colidem com demais elementos 

localizados na outra extremidade. Este recurso é chamado de domínio periódico. 

Diversos autores têm validado o uso desta técnica (Capece, Davé e Bilgili, 2015; 

Cleary, 2001; Cleary e Morrison, 2011; Johnstone, 2010; Weerasekara et al., 2013). A 

seleção do comprimento mínimo deste domínio está relacionado com o tamanho da 

maior partícula (Dmp) presente na simulação. Estima-se que três vezes o tamanho da 

maior partícula (3*Dmp) seria o comprimento mínimo apropriado para representação do 

moinho completo. 



75 

 

A detecção de contatos entre partículas com diâmetros muito discrepantes, como 

no caso do contato entre partículas de minério e corpos moedores se apresenta como um 

desafio para a simulação, de modo que a escolha do passo de tempo do algoritmo de 

integração numérica deve ser escolhido com cuidado de modo a evitar a superposição 

exagerada no contato, o que resultará no cálculo das forças resultantes com magnitudes 

erradas, inviabilizando a simulação, causando o efeito de explosão de partículas.  

 

4.4.4 Metodologia para a validação do modelo de captura de 

partículas 

No modelo UFRJ, o número de  partículas capturadas em cada colisão é dado 

pelo proposto por Barrios et al. (2011). Como já foi mencionado, para aplicação deste 

modelo de captura, é utilizado o espectro de energias da simulação no método dos 

elementos discretos sem a presença de minério. No entanto, o modelo UFRJ assume que 

em cada colisão no interior do moinho sempre é capturado minério, hipóteses que de 

não ser certa estaria submetendo o minério a uma maior energia de cominuição. Apesar 

de que não tem sido encontrada uma influencia negativa nessa hipótese, no presente 

capítulo, mediante algumas simulações complexas no DEM quer-se avaliar as 

determinações do modelo de Barrios et al. (2011).  

Para esta determinação foi comparada a energia recebida pelo minério por meio 

de duas abordagens. Por um lado, utilizando o modelo de Barrios et al (2011) e o 

espectro de colisões de simulações no método dos elementos discretos sem minério, e 

por outro lado, simulações no método dos elementos discretos com a presença de 

minério. Desta maneira, foi realizada esta comparação em dois cenários, no primeiro, o 

propósito foi que o corpo moedor conseguisse capturar um alto número de partículas. 

Assim, utilizaram-se corpos moedores de 40 mm de diâmetro e minério do menor 

tamanho possível, que fosse capaz de ser processado pelo recurso computacional 

disponível (i.e 2,5 mm). Alternativamente, no segundo cenário, o objetivo foi que o 

número de partículas capturado em cada colisão fosse o menor possível, ou seja, uma 

partícula por colisão. Para este último, as condições consistiram de corpos moedores de 

25 mm, com partículas de monotamanho de 9,5 x 12 mm. Nas duas simulações utilizou-
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se 100% de preenchimento de vazios, velocidade de rotação de 50% da velocidade 

crítica e o mesmo moinho de 30 cm de diâmetro com revestimento tipo 1.  

Foi necessário programar uma rotina para o pós-processamento dos dados das 

simulações em presença de minério (Figura 4.7), a fim de garantir que a energia levada 

em consideração correspondera à utilizada na cominuição do minério.  Daqui, foram 

obtido dois gráficos em forma cumulativa da energia recebida pelo minério com as duas 

abordagens descritas na presente seção.    

 

Figura 4.7. Algoritmo da rotina para a análise de quantidade de energia recebida pelo 

minério  

 

4.5 Análise de sensibilidade paramétrica do modelo mecanicista 

A análise de sensibilidade é uma ferramenta importante na construção de 

modelos matemáticos. Esta metodologia proporciona uma melhor compreensão do 

comportamento dinâmico do sistema, para posteriormente aplicar estratégias de 
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controle. A seguinte metodologia foi proposta a fim de conhecer a sensibilidade do 

modelo UFRJ com a variação de cada um dos seus parâmetros, sendo esses os 

parâmetros relacionados ao comportamento dos minérios com relação a quebra, desde o 

modelo que relaciona a energia mediana de fratura com o tamanho de partícula 

(Equação 3.6), modelo que relaciona a granulometria do produto da quebra com a 

energia aplicada (Equação 3.7), modelo do dano (Equação 3.11) e por fim, o modelo de 

quebra superficial (Equação 3.9). Inicialmente, se estabeleceu um valor médio, o qual 

corresponde ao calculado experimentalmente dos ensaios de caracterização do minério. 

A partir deste valor, definiu-se limites máximos e mínimos, aumentando e reduzindo o 

valor médio em 20%, conforme (Tabela 4.6).  Realizou-se uma simulação por cada uma 

das variações para um total de 28. 

Para a realização dessas simulações com o modelo mecanicista para a análise de 

sensibilidade, escolheu-se uma simulação DEM da movimentação da carga moedora (40 

mm) em moinho de 30 cm operando a 65% da velocidade crítica com grau de 

enchimento de 100%. O espectro de energias foi extraído e pós-processado, conforme 

descrito na seção 0.  

Tabela 4.6. Lista dos valores utilizados para análise de sensibilidade do modelo 

Parâmetro Modelo 
Ponto 

Médio 

Limite Inferior     

(-20%) 

Limite Superior 

(20%) 

Eα(J/Kg) Energia de 

Fratura 

(Equação 3.6) 

123 98,4 147,6 

do(mm) 0,91 0,728 1,092 

Φ(-) 1,68 1,344 2,01 

γ (-) 
Dano (Equação 

3.11) 
3 2,4 3,6 

A(%) Fragmentação 

(Equação 3.7) 
60,4 48,32 72,48 

b´ 0,05 0,04 0,06 

Pa Quebra 

superficial 

Equação 3.9 

1,6 1,28 1,92 

da 0,21 0,17 0,25 

ΛA 0,31 0,25 0,37 

dpast  0,1 0,08 0,12 

ftn  0,64 0,52 0,77 

β Fator de forma 0,62 0,5 0,74 

σα Energia de 

Fratura 
0,46 0,37 0,55 

σo 1 0,8 1,2 

 
 

   



78 

 

5 RESULTADOS E DISCUSSÃO  

5.1 Caracterização do material  

O resultado do ensaio de moabilidade de Bond com a amostra selecionada neste 

trabalho apresentou um valor de índice de trabalho em moinho de bolas (Wi) igual a 7,5 

kWh/t, valor este muito próximo daquele obtido para a amostra de mesma origem, 

porém caracterizada anteriormente, no ano de 2008. Naquela ocasião, o valor 

encontrado para o índice de trabalho foi de 7,0 kWh/t. Além disso, também foram 

realizados ensaios de fragmentação por abrasão, nos quais a carga de minério foi moída 

durante 10 minutos sem a presença de corpos moedores, e cujos resultados são 

apresentados na Figura 5.1, que compara os resultados da amostra ensaiada em 2008 

com a utilizada no presente trabalho. Nota-se a alta similaridade nas curvas de 

percentual passante acumulado até a peneira de 0,2 mm. Abaixo deste tamanho, a 

amostra antiga apresentou maior inclinação, gerando portanto, menor quantidade de 

fragmentos ainda menores. Entretanto, esta pequena diferença na granulometria do 

produto de abrasão pode ser atribuída ao método de análise granulométrica utilizado. 

No ensaio do 2008, toda a análise foi realizada com a técnica de peneiramento, 

enquanto que para a amostra atual, a granulometria foi determinada, em parte, por 

espalhamento a laser no equipamento Mytos. 

 

Figura 5.1. Resultados dos ensaios de abrasão para minério novo e antigo (9,5 x 6,3 mm) 

no moinho de 30 cm de diâmetro 
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  Estes resultados demonstram que não haveria necessidade de realizar ensaios 

de caracterização adicionais, de maneira que os parâmetros dos diferentes modelos 

(Tabela 4.6) calibrados nos ensaios antigos podem ser utilizados em primeira instância 

para as simulações. No entanto, estes parâmetros podem mudar em condições de captura 

de leitos (BARRIOS e TAVARES, 2009). Dessa maneira, a primeira tentativa para 

resolver as imprecisões do modelo UFRJ foi procurar um conjunto de parâmetros que 

conseguisse descrever de melhor maneira as condições experimentais, estas condições 

correspondentes as apresentadas na Figura 3.31, na qual foi simulado o moinho de 30 

cm tipo 1, com carga de bolas de 15 mm, com enchimento de 30% e sob uma 

velocidade de rotação do 65% da velocidade critica, cujos resultados são a distribuição 

de tamanhos de partículas ao final de cada tempo de moagem analisado (1, 3, 5 e 10 

minutos). Os espectros de energias de impacto foram gerados a partir de simulações da 

carga moedora utilizando os parâmetros de contato propostos por Ramos (2011).  Para 

isto, algumas rotinas de otimização foram implementadas em Matlab R2015 

(Mathworks, 2015). Entretanto, somente utilizando o conjunto de parâmetros que 

minimizou a diferença entre o resultado do modelo e os resultados experimentais, ainda 

não foi suficientemente bom, como pode ser visto na Figura 5.2. Desta forma, buscou-se 

encontrar evidências para verificação da validade de cada uma das hipóteses lançadas 

pela modelagem mecanicista da moagem, iniciando com a dissipação de energia 

calculada pelo método dos elementos discretos, que será abordado na próxima seção. 

 

Figura 5.2. Previsões modelo UFRJ (linha contínua) - Experimental (pontos). Moinho de 

30 cm tipo 1, diâmetro de bola 15 mm, velocidade de rotação 65% da velocidade crítica - 

Enchimento 30%  
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5.2 Simulação da movimentação da carga moedora em moinho de 

bolas usando DEM 

Como já foi mencionado, no amplo pós-processamento que oferece o software 

EDEM, existe a opção de registrar a energia dissipada em cada colisão. Com esta 

informação é possível gerar o espectro de energia de colisão utilizado pelos diversos 

modelos mecanicistas. Por outro lado, a integração de todas estas energias deveria ser 

análoga á potência líquida demandada durante a operação do moinho. Apesar disso, 

ainda que o movimento da carga simulada e a potência calculada pelo centro de massa 

correspondam ao equipamento real, esta integração sempre tem sido superestimada 

pelos cálculos do DEM. Alguns autores (Powell e Weerasekara, 2010) realizam a 

calibração por meio da comparação com ensaios de bancada na célula de carga. Não 

obstante, esta dificuldade não tem sido resolvida desde uma abordagem científica. 

Fortuitamente, na nova versão EDEM 2.7, o cálculo da energia dissipada foi 

atualizado para dar uma previsão mais exata (EDEM GUIDE, 2016). Assim, os valores 

da energia perdida são mais próximos da expectativa teórica. No presente capítulo, 

quer-se validar o uso da dissipação da energia no modelo UFRJ como tal.  

5.2.1 Escolha de passo de tempo 

Garantido que o intervalo de salvamento dos dados seja adequado para que as 

informações das colisões sejam registradas, normalmente opta-se por um intervalo igual 

0,01 segundo. Outro parâmetro que pode ser ajustado é o passo de tempo da integração 

do sistema de equações gerado pela solução das equações do movimento dos elementos. 

Observa-se na Equação 3.22 que está relacionado com as propriedades intrínsecas do 

material (densidade, módulo de cisalhamento). A medida que o módulo de cisalhamento 

aumenta o Rayleigh time diminui. Na Figura 5.3 observa-se resultados de simulações 

realizadas sob as mesmas condições, nas quais foi variado o módulo de cisalhamento. 

Concluiu-se que valores de módulo de cisalhamento da ordem de 10
6
 (Pa) já afetam a 

dissipação total de energia nas colisões, enquanto para valores acima de 10
7
 (Pa) a 

frequência total de energia dissipada nas colisões permanece praticamente constante. 

Esses resultados mostram que, para diminuir o esforço computacional nas simulações,  

pode ser utilizado um valor reduzido para o módulo de cisalhamento, desde que o 

material utilizado seja o aço. 
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A mesma simulação do moinho, nas condições já reportadas no parágrafo 

anterior, foram realizadas para diferentes valores de passo de tempo de integração, de 

15% a 100% do tempo de Rayleigh, que foi de 1,42x10
-5

 segundos. 

 

Figura 5.3. Influência do módulo de cisalhamento na dissipação da energia. Simulação do 

moinho de bolas de 30 x 30 cm, com grau de enchimento de 30%, operando a 65% de sua 

velocidade crítica com corpos moedores de aço de 25 mm de diâmetro 

 

Observou-se que o passo de tempo teve influência significativa sobre a energia 

total dissipada nas colisões. Na Figura 5.4 pode-se observar essa influência sobre a 

potência líquida em um moinho em escala de laboratório calculado a partir da 

integração das energias dissipadas nas colisões. À medida que se aumenta esta 

porcentagem a dissipação de energia também aumenta, ainda se tratando da mesma 

simulação.  

A força de repulsão calculada pelo DEM encontra-se diretamente relacionada 

com a sobreposição das partículas em contato (  ). Desta maneira, faz-se necessário 

analisar a influência da interação das partículas, pois a maioria dos sistemas 

macroscópicos são controlados pela natureza destas forças (Tadros, 2011). As forças de 

interação aumentam quando as distâncias interparticulares se reduzem. Deste modo, 

uma estimação precisa da dissipação da energia requer a seleção de um passo de tempo 
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preciso. Alguns autores (Abbasfard, Evans e Moreno-Atanasio, 2016) encontraram esta 

mesma relação, porém em uma escala menor.  

 

Figura 5.4. Influência do passo de tempo na dissipação de energia. Simulação moinho de 

30 x 30 cm, diâmetro de corpo moedor 25 mm, Enchimento de 30% J. Módulo de 

cisalhamento de 7 x 10
10

 (Pa)  

Consequentemente, identifica-se a necessidade de estabelecer uma condição para 

garantir que a energia dissipada calculada pelo modelo de contato possua o menor valor 

de erro possível. Assim, a pergunta a responder é qual passo de tempo é o adequado 

para cada tipo de simulação. Neste ponto, as simulações simples descritas a seguir  

foram de vital importância para estabelecer um critério na seleção do passo de tempo.  

Pode-se fazer um balanço energético para avaliar se a dissipação de energia 

calculada pelo EDEM  fosse a apropriada, onde a energia aplicada no sistema deve ser 

igual á dissipada. Realizar este balanço diretamente em um moinho de bolas seria 

incorreto, pois, embora instrumentalmente pode-se medir a energia de entrada no 

moinho, a dissipação da energia estaria em função dos parâmetros de contato (ver seção 

4.4.1). Assim, a imprecisão poderia estar associada a uma incorreta calibração de 

parâmetros e não a eventuais incorreções nos valores calculados pelo EDEM. Sendo 

assim, foi proposta uma série de simulações simples, as quais consistiram em soltar sob 

a ação da gravidade partícula(s) de certa altura, com uma energia inicial conhecida. 

Posteriormente, essa(s) partícula(s) impactava(m), sobre uma superfície de aço lisa ou 

sobre um leito de partículas. Após esse primeiro contato, continuava-se a simulação, de 
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tal maneira que a partícula prosseguia impactando até dissipar toda a energia inicial. Um 

parâmetro proposto, chamado conservação da energia (CE) foi calculado comparando a 

energia inicial (Eii) e a energia total dissipada na simulação (ElossTot) (Equação 5.1):  

     
   

        
     

Equação 5.1 

Em um cenário ideal esta conservação da energia deveria ser 100%. Nestas 

simulações, variou-se o tamanho da partícula e altura da queda (energia de impacto),  a 

lista destes ensaios e resultados encontra-se nos anexos. 

Posteriormente, lembrando a definição apresentada na seção 3.3, onde se afirma 

que o passo de tempo adequado está relacionado com o número de coordenação, pode-

se estabelecer uma relação entre este número e o passo de tempo que aproxima o 

balanço energético em valores próximos a 100%.  Esta relação é apresentada na Figura 

5.5. O número de coordenação (Ncoor) relacionado com o tamanho da maior e da menor 

partícula pode ser calculado pela equação: 

      
       

 
 

Equação 5.2 

sendo R e r os raios da maior e menor partícula, respectivamente.  

Nota-se na Figura 5.5 que existe uma relação potencial entre estas duas 

variáveis, de maneira que o passo de tempo (PT) ótimo poderia ser definido pela 

equação: 

            
     Equação 5.3 

Este modelo é valido para colisões entre partículas de um mesmo material, como 

são aquelas desenvolvidas para o modelo UFRJ, com só a presença de corpos moedores 

de aço.  
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Figura 5.5. Passo de tempo ótimo em função do número de coordenação. Partículas de aço, 

modulo de cisalhamento 7x10
10 

Pa 

Um exemplo para o uso deste modelo é apresentado a seguir: se fosse a ser 

realizada uma simulação com corpos moedores de 40 mm e 10 mm, o número de 

coordenação calculado pela Equação 5.2 corresponde a 16. Com este número e a relação 

apresentada na Equação 5.3, o passo de tempo ótimo é igual a 8 % do Rayleigh Time 

aproximadamente.  

 

5.2.2 Tempo de simulação  

Uma última consideração deve ser levada em conta no ajuste dos parâmetros da 

simulação de moinhos pelo método dos elementos discretos: o tempo de simulação. 

Inicialmente, o moinho é levado até um estado estacionário (8 s) e em seguida realiza-se 

a extração das energias durante um tempo determinado (2 s). Um análise deste tempo de 

estabilização foi realizada, já que encontraram-se diferenças significativas no número de 

colisões por segundo em espectros de um mesmo moinho sob as mesmas condições 

operacionais.  

Powell (2008) sugeriu a extração de duas revoluções nas simulações de 

moinhos, o que era julgado suficiente para que o mesmo entrasse em regime 

estacionário. Por outro lado, Cleary et al. (2003) concluem que é necessário extrair 

aproximadamente 1,5  segundos de simulações em 3D  para garantir que se obtenha um 
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espectro de colisões representativo no caso de moinhos semi-autógenos. No entanto, 

este tempo não é referenciado em função das revoluções do moinho.  

Para garantir que o espectro de colisões extraído do DEM fosse representativo 

das condições energéticas do moinho simulado, é de fundamental importância ter 

confiabilidade que o moinho encontra-se em regime estacionário antes de fazer a 

extração das energias. Na Figura 5.6 são apresentados os resultados deste estudo, onde 

pode-se notar que à medida que transcorre o tempo, dado em função do número de 

revoluções do moinho, o número de colisões oscila, até se estabilizar em torno de 15 mil 

colisões por segundo a partir de 5 revoluções do moinho, o que neste caso, equivale a 

7,5 segundos de simulação. No entanto, é de vital importância realizar estabilização e as 

extrações em intervalos de tempo que representem uma revolução completa no moinho.  

 

Figura 5.6. Número de colisões por revolução no moinho 30 x 30 cm. Velocidade de 

rotação 40,3 (RPM), enchimento de bolas de 30% 

Assim, é evidente que precisa-se de aproximadamente de seis revoluções do 

moinho a partir da carga em repouso para garantir que o moinho atinja o regime 

estacionário, ou seja, o tempo necessário para estabilização do movimento da carga 

moedora. Em termos operacionais, não há necessidade de se registrar a energia 

dissipada em cada colisão que ocorreu antes do moinho atingir o regime estacionário. 

Nesse momento, ativa-se o registro das energias das colisões e simula-se o moinho por 

uma média de três revoluções, o que é suficiente para garantir a boa confiabilidade do 

resultado.   
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5.3 Calibração de parâmetros de contato de DEM 

Estabelecidas as condições para cada simulação no EDEM, no presente capítulo 

apresenta-se a validação dos parâmetros de contato para o modelo de contato de Hertz-

Mindlin (MINDLIN, 1959), conforme proposto por Ramos et al. (2011) nas unidades 

operacionais utilizadas. 

Um exemplo de resultado de experimentos de registro da movimentação da 

carga de moinho é apresentado na Figura 5.7, na qual o moinho se encontra preenchido 

somente por uma distribuição de corpos moedores representados pela distribuição do 

ensaio de Bond (Tabela 4.1). À esquerda, pode-se observar o moinho preenchido 

somente com corpos moedores. Na imagem da direita, o moinho está preenchido com 

bolas de aço e partículas de minério na faixa de 3,5-0,6 mm. 

 Embora não fossem incluídas as barras elevadoras no moinho, percebe-se que as 

bolas são projetadas desde o ombro da carga, apresentando um movimento em cascata. 

Consequentemente, existe uma região ativa, onde as bolas alcançam energias 

significativas. Isto pode explicar o fato de que no teste padronizado de Bond, o material 

avaliado consegue ser fraturado, mesmo sem a presença de barras elevadoras no 

revestimento do moinho de Bond. Comparando o ângulo da carga em ambos casos, com 

e sem minério, se observa que a presença do minério resulta em um aumento no ângulo 

do ombro. Tipicamente, a presença de minério incrementa os coeficientes de atrito e 

diminui o coeficiente de restituição (Tavares, 2017), efeito que deve ser descrito pelo 

conjunto de parâmetros de contato selecionados por Ramos et al. (2011). Na Figura 5.8 

observa-se o comportamento da carga de bolas em simulações equivalentes no DEM, 

utilizando os parâmetros de contato calibrados por Ramos (2011). A escala de cores ao 

lado direito representa a velocidade das bolas: aquelas cuja tendência é a cor vermelho 

levam uma maior velocidade (em torno de 0,11 m/s) e as de cor azul, a menor 

velocidade (0,0018 m/s). De acordo com a Figura 5.8, a maioria das partículas se 

encontra quase estacionárias, não se percebendo uma região ativa, o que contradiz os 

ensaios experimentais. Além disso, os ângulos característicos da carga foram mais 

baixos que aqueles observados nos experimentos.  
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Figura 5.7. Carga no interior do moinho 305 x 305 mm. Somente corpos moedores 

(Esquerda) - corpos moedores e minério (Direita)  

Apesar desse conjunto de parâmetros ter-se comportado corretamente nos 

cenários testados anteriormente pelos autores, nesta condição crítica, eles não 

descreveram bem o comportamento real da carga. Este desvio é cometido 

frequentemente pelos diferentes pesquisadores, que com ensaios simples, espera-se 

chegar a uma calibração ótima dos parâmetros de contato no DEM. Ensaios como o de 

ângulo de rolamento, onde não se leva em conta a rugosidade da superfície real, sendo 

esta uma das principais variáveis que influenciam nos coeficientes de atrito, podem 

chegar a estabelecer parâmetros de contato enganosos que só descrevem cenários muito 

particulares. Este desvio também foi apreciado por outros autores como Martins et al. 

(2013), que depois de realizar milhares de simulações, variando os parâmetros de 

contato, encontraram que um número significativo delas resultava nas mesmas 

potências e movimentos de carga. Mostra-se aqui a importância do planejamento e 

exigência que se deve ter na hora de realizar estes procedimentos, além da necessidade 

de incluir novos critérios que possam evitar este tipo de equívocos.  

O comportamento inadequado da carga nas simulações pode ser atribuído a um 

valor do coeficiente de atrito estático maior que o real. Assim, o torque gerado no 

interior do moinho não é suficiente para movimentar as partículas. Esta mesma análise 

pode ser realizada para o efeito do coeficiente de atrito de rolamento, onde uma vez que 

o moinho se encontra em movimento, as forças entre bolas e revestimento não são 

suficientes para elevar suficientemente a carga e gerar a dinâmica real do processo. 
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Figura 5.8. Simulação DEM ensaio de Bond. Conjunto de parâmetros Ramos (2011) 

(Coeficiente de restituição = 0,35 - Coeficiente de atrito de rolamento = 0,34- Coeficiente 

de atrito estático = 0,28)  

Diante do disposto, uma nova calibração de parâmetros foi necessária. Seguindo 

um planejamento fatorial do tipo 2
3
, foi testada cada uma das primeiras oito 

configurações apresentadas na Tabela 5.1. É evidente a similaridade destes com os 

parâmetros oriundos de Ramos et al. (2011). Inicialmente, determinou-se a função 

objetivo como a diferença quadrática das potências experimentais e simuladas, 

calculadas pelo centro de massa, além dos ângulos dinâmicos. No entanto, ao analisar 

os resultados das calibrações anteriores, propõe-se adicionar um critério adicional para a 

seleção do conjunto de parâmetros ótimo. Este consiste em considerar também a 

diferença entre a potência líquida dada pela integração das energias dissipadas nas 

colisões e a potência medida nos experimentos com o auxílio de sensores de torque. 

Tabela 5.1. Resultados da calibração de parâmetros de contato 

 
Parâmetros 

Potência 

(W) 
Energia dissipada  

(W) 
Ângulo da carga Simulado 

(º) 

# 
C

R 
CA

E 
CA

R 
Centro de 

massa 
Norma

l 
Tangencia

l 
Tota

l 
Ombro Pé 

1 0,4 0,5 0,3 108,2 2,5 88,4 90,9 296,0 169,6 

2 0,4 0,3 0,1 82,2 3,1 55,2 58,3 277,5 153,3 

3 0,3 0,3 0,3 79,9 2,6 58,7 61,2 270,0 151,5 

4 0,3 0,3 0,1 81,8 3,2 56,2 59,4 280,2 153,9 

5 0,4 0,3 0,3 81,0 2,6 60,3 62,9 270,0 151,0 

6 0,4 0,5 0,1 102,3 16,2 77,0 93,2 303,9 155,1 

7 0,3 0,5 0,3 106,7 2,5 82,6 85,0 305,9 165,6 

8 0,3 0,5 0,1 104,7 16,4 74,6 91,0 307,8 145,2 

Experimental  101,4       289,2 141,1 

9 0,4 0,45 0,15 102,9 10,5 82,4 92,9 294,1 147,2 
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Utilizando o software Minitab 17 realizou-se uma análise fatorial do efeito de 

cada parâmetro, cujo resultado é apresentado na Figura 5.9. Os resultados mostram que 

o coeficiente de atrito estático é a variável mais influente na potência para este cenário, 

o que está de acordo com resultados de outros autores (Chagas et al., 2015).  

 

Figura 5.9. Efeitos parâmetros de contato sobre a potência no moinho (esquerda) – 

Diagrama de Pareto de efeitos padronizados (Direita) 

Na Tabela 5.1 pode se observar que o conjunto de parâmetros que melhor 

representou o comportamento experimental foi o número 6, no qual tanto na potência 

calculada pelo centro de massa, quanto na integração de energias, obteve-se uma alta 

correspondência com o dado experimental. Uma análise dos ângulos dinâmicos de pé e 

ombro da carga mostra que os mesmos apresentam uma dispersão um pouco maior e, 

por este motivo, foi realizada um análise de superfície nas vizinhanças deste conjunto de 

parâmetros, sendo o melhor resultado aquele de número 9, também representado na 

Tabela 5.1. Este resultado permitiu encontrar uma melhor correspondência com os 

experimentos, não somente na potência como também nos ângulos dinâmicos.  

A fim de verificar a qualidade e a validade da calibração realizada para as 

demais condições operacionais e de projeto, foram posteriormente testados estes 

parâmetros em diferentes condições, tanto no moinho de 30 cm como no de 60 cm de 

diâmetro, cujas imagens são apresentadas na Figura 5.10. A comparação entre os 

resultados experimentais e simulados é apresentada na Figura 5.11. Evidenciam-se boa 

correspondência entre resultados experimentais e simulados, principalmente para a  

potência. Desta maneira, o procedimento de calibração utilizado permite que as 

simulações em DEM sejam utilizadas na modelagem mecanicista da moagem. 
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Figura 5.10. Movimento da carga no interior do moinho de 60 x 24 cm. Diâmetro de corpo 

moedor bola 25 mm, 20% enchimento de bolas, sem minério (esquerda) e com 

preenchimento de vazios de 100 % (direita) 

 

Figura 5.11. Comparação de resultados experimentais e simulados. Ângulo do ombro 

(superior esquerda) – Ângulo do pé (superior direita) – Potência centro de massa (inferior 

esquerda) – Integração de colisões (inferior direita) 
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Conclui-se que apesar das diferenças na magnitude energética das colisões nas 

unidades operacionais, um mesmo conjunto de parâmetros de contato foi capaz de 

descrever o movimento da carga e as condições energéticas no interior dos moinhos 

estudados. Da mesma forma, utilizar como critério a integração do espectro de colisões 

para estimar o valor da potência líquida nas simulações em DEM foi de vital 

importância para evitar uma seleção de parâmetros inadequados. Este fator sempre teve 

uma boa relação com a potência calculada pelo centro de massa. 

5.4 Simulações DEM sem minério  

Nos trabalhos realizados previamente com o modelo UFRJ as colisões de menor 

magnitude a 10
-4

 J foram removidas da análise, principalmente porque energias de 

menor magnitude não têm uma influência significativa sobre a cominuição do minério. 

Evidentemente, um maior número de colisões ocorrendo em um intervalo de tempo 

implica em uma redução da eficiência dos cálculos do modelo. Desta maneira, um 

espectro de energias de impacto que tinha inicialmente 130 mil colisões por segundo, 

com o truncamento pode ser reduzido a 25 mil colisões por segundo. Na Figura 5.12 são 

apresentadas algumas comparações dos espectros a fim de conferir todo o trabalho 

realizado até o momento. A figura mostra, conforme esperado, que a moagem usando 

bolas de maior tamanho resulta em maiores magnitudes energéticas nos choques. 

  

Figura 5.12. Espectro de energia para moinho de 30 cm Tipo 1-65 % vc - com diferentes 

tamanhos de bola (truncamento em 10
-4 

J)
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5.5 Efeito do preenchimento de vazios 

5.5.1 Testes experimentais  

O efeito do enchimento do material fino foi uma área de interesse nos anos 1980. 

Em geral, encontrou-se que para conteúdos baixos de enchimento de minério a moagem 

torna-se ineficiente e existe um ligeiro aumento na severidade de quebra (Shoji, 1982; 

Shoji, Lohrasb e Austin, 1980). Assim, qualquer material fino que preenche os vazios 

da carga no moinho inibirá a quebra das partículas. 

No presente capítulo estuda-se o efeito do preenchimento de vazios. Ainda que 

na literatura tem-se informação da influência desta variável, foram realizados alguns 

ensaios experimentais com o fim de compreender de melhor maneira a sua importância. 

Entretanto, as informações mais relevantes foram adquiridas das simulações realizadas 

modificando esta variável, as quais são apresentadas posteriormente. 

Na Figura 5.13 são apresentadas as distribuições granulométricas dos testes 

experimentais, onde evidencia-se que com maiores preenchimentos de vazios, menor é 

o grau de redução do minério. Esses resultados são apresentados de uma maneira mais 

clara na Figura 5.14, onde observa-se as taxas de moagem da primeira classe em todos 

os testes em função do preenchimento de vazios (U). Regularmente, as taxas de 

moagem em um meio úmido são maiores, pois a polpa facilita a aderência do minério 

nas bolas e garante a captura dele mesmo (Napier-Munn et al., 1996). No entanto, 

observa-se um efeito contrário, o qual poderia se dever à concentração utilizada na 

polpa, pois é provável que esta não teria a consistência necessária para gerar o efeito da 

aderência. Pelo contrário, quando se alimenta um volume de polpa maior que o volume 

dos interstícios entre os corpos moedores, o material adicional vai gerar uma piscina no 

pé da carga que amortece os impactos e diminui a energia da colisão (Mulenga e Moys, 

2014). 
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Figura 5.13. Distribuição granulométrica em diferentes tempos de moagem.  Moinho de 30 

cm tipo 1, diâmetro de bola de 25 mm, enchimento de 30%, velocidade de rotação 50% νc 

É geralmente aceito que a presença da piscina diminui a potência líquida no 

moinho (Mori et al., 2004). Até um preenchimento de vazios igual a 100 %, a potência 

aumenta proporcionalmente, entretanto, uma vez superado este nível, esta se reduz pela 

movimentação do centro de massa da carga na direção do centro geométrico do moinho. 

Esse efeito foi observado nos resultados dos ensaios realizados no presente trabalho, 

como é apresentado na Figura 5.15. 
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Figura 5.14. Taxas de quebra da primeira classe (9 x 12,5 mm), variando a porcentagem 

de enchimento de vazios, moinho de 30 cm tipo 1, velocidade de rotação de 50 % vc 

No que diz respeito à produção de finos, variável importante em muitos 

processos industriais, uma das principais conclusões no trabalho de Farias (2015) foi a 

alta geração de finos (<45μm) em condições de operação de 76 % sólidos e com um alto 

grau de enchimento de vazios (260%). Na Figura 5.16 mostra-se o efeito do grau de 

enchimento em operações a úmido e a seco. Note-se que tanto a úmido quanto a seco à 

medida que aumenta a percentagem de preenchimento de vazios também diminui a 

produção de finos. Ao comparar os dois processos, a úmido gera-se uma maior 

quantidade de finos que a seco. Este efeito poderia ser explicado pelas condições 

energéticas de cada condição, recordando do trabalho de Cunha (2015) que quanto 

maior for a magnitude da colisão, maior será o produto pelo mecanismo abrasivo. 
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Figura 5.15. Efeito do grau de preenchimento de vazios na potência líquida (experimental) 

moinho de 30 Tipo 1, com grau de enchimento 30%, operando a 50% vc 

Uma análise mais profunda sobre as condições energéticas pode ser realizada 

com o auxílio do método dos elementos discretos. A seguir, apresentam-se os resultados 

das simulações com variação do preenchimento de vazios. Em relação a estas 

simulações, apesar de que alguns autores realizam a suas previsões com simulações 

deste tipo (Datta e Rajamani, 2002; Powell, Govender e McBride, 2009; Shi e Xie, 

2015), é evidente que o esforço computacional além do esforço envolvido no registro de 

seus resultados, é altíssimo. Por conseguinte, a abordagem do modelo UFRJ em que não 

são incluídas estas partículas, resulta numa vantagem significativa em sua execução.  

 

Figura 5.16. Produção de finos (<75μm) em função do tempo de moagem. Moagem a seco 

(esquerda), moagem a úmido (70% sólidos) (direita) 
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5.5.2 Efeito do preenchimento de vazios em moinho de bolas simulado 

por DEM 

As simulações do movimento da carga de um moinho de bolas incluindo 

partículas de minério fornecem informações importantes na validação de algumas 

hipóteses do modelo mecanicista da moagem, as quais são:  

 Mistura perfeita no interior do moinho 

 Previsões do modelo de captura  

 Presença do material em cada colisão 

5.5.2.1 Hipótese de mistura perfeita no interior do moinho 

Muitos pesquisadores têm estudado o movimento da carga moedora em moinhos 

de bolas utilizando o DEM (Cleary, 2001; Cleary e Morrison, 2011; Mishra e Rajamani, 

Raj K., 1992). Com este método é possível estimar as interações bola-minério, a energia 

dissipada nas colisões e a distribuição das partículas no interior do moinho. No entanto, 

o grande número de partículas de minério sempre tem sido uma limitante por influenciar 

diretamente o esforço computacional nas simulações.  

Cleary (2011) realizou um estudo completo com DEM avaliando o efeito da 

presença de partículas finas no movimento da carga e na distribuição da energia em 

moinhos tubulares. Suas simulações descreveram o comportamento de um moinho em 

escala de laboratório com diâmetro de 43,5 cm, carregado com 24% de bolas de 27 mm 

de diâmetro. O autor utilizou diferentes porcentagens de preenchimento de vazios (de 

0% a 150%) com três classes de tamanho de minério: 1,18 mm a 2,8 mm. Uma das 

conclusões deste trabalho foi que, inclusive com preenchimento de vazios igual a 100%, 

o minério se concentrou no ombro da carga, de maneira que o pé ainda não era 

preenchido com partículas de minério. Esta observação contradiz a presunção de 

mistura perfeita considerada em vários dos modelos, inclusive o modelo mecanicista 

UFRJ.  

Em vista disso, com a necessidade de validar a hipótese de mistura perfeita, 

realizaram-se simulações do moinho de bolas com revestimento tipo 1 (8 barras 

levantadoras –  Figura 4.2), com o conjunto de parâmetros apresentado na Tabela 5.2 

Para estas simulações adotou-se uma velocidade de rotação de 50 % da velocidade 



97 

 

crítica (40,3 rpm), que neste caso, resultou em movimentação predominantemente do 

tipo catarata, dada a configuração agressiva das barras elevadoras.  

 

Tabela 5.2. Parâmetros de contato usados nas simulações do moinho de bolas com minério 

Contato 
Coeficiente 

Referência Restituição 
Atrito 

estático 
Atrito de 

rolamento 

Aço-aço 0,70 0,20 0,10 EDEM 

Aço - Minério 0,35 0,34 0,25 
(Ramos, Carvalho e Tavares, 

2011) 

Minério - Minério 0,35 0,34 0,20 
(Ramos, Carvalho e Tavares, 

2011) 

 

Na Figura 5.17 apresentam-se imagens do movimento da carga do moinho 

simulado, operando em regime estacionário. Nestas imagens, as partículas de minério 

são aquelas de menor tamanho, enquanto as maiores são os corpos moedores, com 

diâmetro de 25 mm. Na figura as partículas estão coloridas em função da sua 

velocidade, de maneira que aquelas de cor vermelha são as que apresentam maior 

velocidade. 

Percebe-se que para graus de preenchimento mais baixos, as partículas finas 

aparentemente percolam pelos vazios deixados pelas bolas e se concentram nas paredes 

do moinho. No entanto, em todas as simulações as partículas de minério entram na zona 

do ombro da carga e são lançadas no movimento em catarata. Posteriormente, as 

partículas caem no pé da carrega e são levantadas novamente pela interação com as 

bolas, barras elevadoras e paredes do moinho, o que contradiz os resultados obtidos por 

Cleary (2011), onde não se observou uma concentração de material no ombro da carga.  

Para realizar uma análise mais detalhada, foram extraídas as posições relativas 

do centro de cada partícula de minério durante uma revolução do moinho quando 

operando em regime permanente. Da posição média das partículas, é possível construir 

as distribuições mássicas das partículas de minério em duas dimensões, como pode ser 

visto na Figura 5.18, sendo os pontos vermelhos aqueles correspondentes às zonas onde 

houve maior presença do minério, enquanto os azuis correspondem àqueles onde houve 
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uma menor presença. Como foi evidenciado anteriormente, com graus de 

preenchimento menores o material se concentra nas paredes do moinho, fenômeno 

conhecido como segregação. No entanto, isto não limita que uma boa parte do material 

seja lançado e caia na zona de impacto das bolas.  

        

 

Figura 5.17. Imagens de simulações do moinho de bolas com corpos moedores de 25 mm 

partículas de minério de 3 mm operando com diferentes preenchimentos de vazios 

 

UU==  4400%% UU==  6600%% 

UU==  8800%% UU==  110000%% 

UU==  115500%% UU==  220000%% 
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No caso da simulação com 100% de preenchimento de vazios (Figura 5.17), é 

possível observar que o minério consegue preencher uma parte significativa dos espaços 

vazios entre as bolas, quando o moinho se encontra em movimento. De maior 

importância é o fato de que todo esse material se distribui homogeneamente com o 

movimento da carga. Ainda que se perceba pequenos gradientes espaciais, pode-se 

deduzir que o moinho se comporta como um reator de mistura perfeita. 

Entretanto, também foram realizadas algumas simulações nas quais as partículas 

de minério foram introduzidas ao moinho obedecendo a uma distribuição de tamanhos, 

dada pela (Tabela 5.3). Foram elaboradas imagens da distribuição mássica de cada 

tamanho de partícula (Figura 5.19). Assim como os resultados obtidos nas simulações 

com mono-tamanho de partículas de minério, as partículas menores percolam melhor 

entre os espaços vazios dos corpos moedores e, ao serem levantadas, concentram-se nas 

paredes do moinho. Posteriormente, são projetadas acompanhando a trajetória dos 

corpos moedores. Foi possível identificar que a distribuição mássica das partículas mais 

grossas apresentou alguns gradientes, principalmente nas zonas adjacentes à parede do 

moinho. Isto ocorreu devido a presença dos corpos moedores, contudo, evidencia-se que 

a concentração de partículas de minério independem do tamanho dessas partículas.    

 

Tabela 5.3. Distribuição de tamanho das partículas utilizadas nas simulações 

Tamanho Representativo (mm)  % em massa 

9,52 47,94 

6,30 21,20 

4,75 17,92 

3,35 12,94 
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Figura 5.18. Distribuição mássica do minério em moinho de 30 cm tipo 1, com corpos 

moedores de 25 mm e partículas de minério de 3 mm operando com diferentes 

preenchimentos de vazios 

 

UU==  4400%% UU==  6600%% 
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UU==  115500%% UU==  220000%% 
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Figura 5.19.  Distribuição mássica por classe de minério, moinho 30 cm tipo 1, com corpos 

moedores de 25 mm 

5.6 Efeito do Preenchimento de vazios no espectro de energias de 

colisão 

Foi analisado o espectro de energia de colisões para as simulações 1 até 8 da 

Tabela 4.5. Esta série de simulações foi desenvolvida variando o percentual de 

preenchimento de vazios sob as mesmas condições operacionais do moinho. Para o 

estudo destas simulações foi separado o espectro no qual somente está presente as 

colisões bola-bola, e por outro lado, o espectro com as colisões bola-minério.  

 Na Figura 5.20 pode-se observar como é o comportamento do espectro de 

energia das colisões bola-bola à medida que é variado o preenchimento de vazios. Os 

resultados mostram que apesar de que existe uma leve diferença entre um e outro, pode-

se concluir que a distribuição energética das colisões bola-bola (ColBB) continua sendo a 

mesma, embora o grau de preenchimento de vazios seja aumentado.  

Partículas 

(3,35 mm) 
Partículas 

(4,75 mm) 

Partículas  
(6,3 mm) 

Partículas  
(9,5 mm) 
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Pelo contrário, um efeito indiscutível e que foi possível de quantificar com estas 

simulações, é a redução do número de colisões bola-bola à proporção que se aumenta o 

preenchimento de vazios. Na Figura 5.21 são apresentados esses resultados, cabe 

ressaltar que o número de colisões bola-bola presente em cada porcentagem de vazios, 

foi relacionado com o número de colisões bola-bola da simulação sem presença de 

minério, para gerar a fração ColBB. Os resultados mostram que  inclusive com 200% de 

preenchimento de vazios, existe uma porcentagem de colisões bola-bola. Este fato põe 

em cheque uma das hipóteses do modelo mecanicista UFRJ baseada na premissa que 

sempre existe a presença de minério em cada colisão. Uma alternativa a essa será 

proposta na seção 5.7 e 5.8 desse trabalho. 

 

Figura 5.20. Efeito do preenchimento dos vazios no espectro de energias de colisão bola-

bola  

Sob outra perspectiva, foram comparados os espectros das colisões bola-minério 

(Figura 5.22). Nota-se como diminuem as magnitudes energéticas das colisões à medida 

que aumenta a porcentagem de preenchimento de vazios. Isto é devido a maior presença 

de material na zona de impacto, circunstância que não permite que os corpos moedores 

atinjam uma maior energia cinética.  

Com os resultados apresentados, em vista de que nas simulações DEM para o 

modelo UFRJ não são incluídas as partículas de minério, a maneira de modelar o efeito 

da porcentagem de enchimento de vazios poderia ser aplicando um fator que diminui a 

magnitude energética de cada colisão bola-bola. No entanto, como já foi visto, o efeito 
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do preenchimento de vazios é uma sinergia entre esse fator e o número de colisões que 

envolvem minério. Esta última situação é estudada a seguir.  

 

Figura 5.21. Influência do preenchimento de vazios na fração de colisões bola-bola. 

Moinho de 30 cm tipo 1, 50% da velocidade crítica 

 

 

Figura 5.22. Efeito do enchimento de vazios no espectro de energias bola-minério 
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5.7 Validação do modelo de captura  

No modelo UFRJ, o número de partículas capturadas e a energia que recebem as 

partículas em cada colisão é calculado pelo modelo de Barrios et al. (2011). Devido ao 

fato, observado na seção anterior, de que nem todas as colisões envolvem partículas de 

minério, viu-se a necessidade de avaliar se era significativa a diferença entre as 

previsões do modelo de Barrios et al. (2011) e a energia na qual o minério é submetido, 

esta última calculada pelos resultados de simulações realizadas usando o método dos 

elementos discretos (ver seção 4.4.4).      

Assim, para comparar as previsões do modelo de Barrios et al. (2011) e 

simulações DEM com a presença de minério, foram testados dois casos (Tabela 5.4): 

caso 1 no qual a quantidade de partículas capturadas fosse alta (corpo moedor de 40 mm 

e minério de 2,5 mm) e caso 2 no qual a quantidade de partículas fosse a mínima, neste 

caso uma partícula por colisão (corpo moedor de 25 mm e minério de 9,5 x 12 mm). Os 

resultados podem ser vistos na Figura 5.23 e Figura 5.24 para o minério de 2,5 mm e 

para o minério de 9,5x12 mm, respectivamente.  

Tabela 5.4. Características das simulações para validação do modelo de captura de 

Barrios et al. (2011) 

# Caso 
Diâmetro de 

bola (mm) 
Tamanho representativo 

das partículas (mm) 
Condição desejada na simulação 

1 40 2,5 Capturar grande quantidade de partículas  

2 25 10,7 Capturar 1 partícula por colisão  

 

Nos dois casos os resultados mostram que a quantidade de partículas capturadas 

nas previsões do modelo de Barrios et al. é muito maior que aquela suportada pelos 

resultados obtidos nas simulações com minério no método dos elementos discretos. 

Além disso, cabe resaltar que para o caso 1, no qual as partículas são mais finas, a 

diferença é menor (40%), enquanto que no caso 2, com partículas mais grossas, essa 

desigualdade aumenta (154%). 

Além da observação apresentada, existe uma diferença significativa no caso 1 

(Figura 5.23). Esta diferença está localizada nas previsões do modelo para as energias 

de menor magnitude. Assim, segundo o DEM o modelo não esta capturando um número 
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de partículas suficientemente grande nos impactos de baixa energia. Isto influencia 

significativamente as predições do modelo de abrasão, e poderia justificar as diferenças 

encontradas nas previsões apresentadas do modelo na sua forma original (Figura 4.1). A 

partir destes resultados, foram ajustados os parâmetros de captura do modelo, tentando 

melhorar o número de partículas finas capturadas em impactos de baixa energia.  

 

Figura 5.23. Comparação entre as previsões de energia recebida pelo minério do modelo 

de Barrios et al. e aquelas obtidas usando DEM (minério com partículas de 2,5 mm e bolas 

de 40 mm) 

 

Figura 5.24. Comparação entre as previsões de energia recebida pelo minério do modelo 

de Barrios et al. e aquelas obtidas usando DEM (minério com partículas de 9,5 x 12 mm e 

bolas de 25 mm) 

 

0 

500 

1000 

1500 

2000 

2500 

3000 

3500 

4000 

4500 

1,00E-04 1,00E-01 1,00E+02 1,00E+05 

N
ú

m
er

o
 c

u
m

u
la

ti
v

o
 d

e 
p

a
rt

íc
u

la
s 

C
a

p
tu

ra
d

a
s 

Energia (J) 

Barrios 

DEM 

0 

2000 

4000 

6000 

8000 

10000 

12000 

14000 

1,00E-04 1,00E-01 1,00E+02 1,00E+05 

N
ú

m
er

o
 c

u
m

u
la

ti
v

o
 d

e 

p
a

rt
íc

u
la

s 
ca

p
tu

ra
d

a
s 

Energia (J) 

Barrios 

DEM 



106 

 

Dessa forma, na sua condição original o modelo UFRJ prevê que o minério 

recebe uma maior quantidade de energia de cominuição. Esta energia é atribuída pelo 

número de colisões que não envolvem minério, evidenciando a necessidade de um 

critério para definir esse número de colisões.  

 

5.8 Modelo de colisões efetivas  

A partir dos resultados apresentados, é possível rejeitar a hipótese de que cada 

colisão envolve partículas do minério em um moinho de bolas. Por conseguinte, 

identificou-se a necessidade da modelagem do número de colisões efetivas (referindo a 

efetivo como aquelas nas quais o minério está envolvido) em função das variáveis 

operacionais. Ainda que parecesse uma tarefa hipotética, mediante o método dos 

elementos discretos foi possível desenvolver um modelo que permitisse estimar este 

valor.   

Ao contrário da britagem por compressão, a qual ocorre entre superfícies 

relativamente rígidas, a moagem de bolas é um processo mais aleatório de transferência 

de energia, estando sujeita às leis de probabilidade. Deste ponto de vista, o objetivo do 

presente modelo é propor uma estimativa probabilisticamente aceitável do número de 

colisões que não envolvem minério e que devem ser excluídas do espectro de energias 

gerado a partir de simulações do movimento da carga moedora com o método dos 

elementos discretos. 

A abordagem do modelo tem início com o seguinte raciocínio: se for 

comparados dois moinhos sob as mesmas condições operacionais, diferenciando-se o 

tamanho do minério alimentado, independentemente das condições operacionais, o 

moinho que contém as partículas mais grossas de minério irá apresentar um maior 

número de colisões bola-bola       ). Isto é corroborado pela seção 5.7, que mostra 

que o número de colisões que deve ser removido do espectro de energias de impacto 

para concordar com as previsões do DEM, é maior para aquelas condições nas quais o 

minério é mais grosso (Figura 5.24). Desta maneira, o número       é inversamente 

proporcional ao tamanho das partículas de minério. No entanto, discriminar o modelo 

pelo tamanho de partícula resultaria em um modelo muito complexo, inviabilizando seu 

uso na equação de balanço de massas do modelo mecanicista. Adicionalmente, além 
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desta relação, também sabe-se que maiores valores de preenchimento de vazios resultam 

em menor frequências de colisões bola-bola, ou seja, menor valor de       (Figura 

5.21). 

Uma variável que levaria em consideração estas duas conjecturas seria a área 

superficial total do minério na carga do moinho (    . Pois partículas mais grossas em 

menores percentuais de preenchimento de vazios resultam em menor área superficial 

total, enquanto partículas de menor granulometria, com maiores porcentagens de 

preenchimento de vazios, apresentam uma área superficial maior. Desta maneira, as 

      podem ser relacionadas como, 

       
 

   
 Equação 5.4 

Por outro lado, esta proporção seria influenciada pelas dimensões do moinho ou, 

mais especificamente, pela quantidade de corpos moedores na carga do moinho. De 

maneira análoga, a maneira mais simples de incorporar o efeito dos corpos moedores 

seria a adoção da área superficial total das bolas (      sendo que este termo relaciona 

estas duas componentes. Evidentemente, quanto maior fosse à quantidade de bolas, 

maior será a sua área superficial e maior será o valor de        

       
   

   
 Equação 5.5 

A fim de avaliar a relação proposta na Equação 5.5 foram realizadas simulações 

adicionais utilizando o método dos elementos discretos. Sendo assim, foram pós-

processadas as simulações da seção 5.5.2.1, nas quais variou-se o valor do 

preenchimento de vazios de 40 a 200%, mantendo-se o moinho operando a mesma 

velocidade de rotação, grau de enchimento e tamanho de corpos moedores.  

Os resultados mostram que é possível correlacionar o número de colisões bola-

bola       com a razão entre as áreas superficiais dos corpos moedores e minério total 

 
   

   
   conforme a Equação 5.5 e conforme o apresentado na Figura 5.25. Na 
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abscissa, encontra-se a relação das áreas superficiais em escala logarítmica e, na 

ordenada, a fração de colisões bola-bola. Pode-se destacar que esta última corresponde à 

fração de colisões bola-bola do número de colisões totais, valor este obtido da 

simulação DEM do movimento da carga moedora em moinho de bolas sem presença de 

partículas de minério (0% U).  

 

Figura 5.25. Modelo de colisões efetivas. Simulações moinho de 30 cm tipo 1. Corpos 

moedores de 25 mm, minério com mono-tamanho de 3 mm, 50 % vc, variando a 

porcentagem de preenchimento de vazios de 40 a 200% 

Evidentemente, identifica-se uma relação entre estas variáveis. No entanto, neste 

caso, somente investigou-se o efeito do preenchimento de vazios. Por conseguinte, 

realizou-se outro conjunto de simulações que possa validar esta relação. Variou-se o 

tamanho de partículas, tamanho de corpos moedores, tamanho do moinho, distribuição 

de minério e bolas. Todas as condições são listados na Tabela 4.5, sendo seus resultados 

apresentados na Figura 5.26. Embora haja uma pequena dispersão nos resultados, fica 

claro um comportamento exponencial da fração de colisões bola-bola em função da 

razão entre as áreas superficiais. 

Uma equação candidata a descrever os resultados da Figura 5.26 é a de Rosin-

Rammler (Vesilind, 1980), que necessita de dois parâmetros de ajuste, x e n , sendo que 

este último corresponde à inclinação da reta da equação linearizada:  
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 Equação 5.6 

 

Figura 5.26. Modelo de colisões efetivas com diferentes condições operacionais  

Antes de ajustar estes parâmetros, deve-se considerar uma das variáveis que 

mais influencia o comportamento das colisões e que, até o momento, não foi 

considerada. Ela diz respeito ao movimento da carga, e que se encontra diretamente 

relacionado com a percentagem da velocidade crítica do moinho.  

Tendo em vista a sua importância, realizaram-se algumas simulações com 

diferentes velocidades de rotação do moinho, mais especificamente com percentuais de 

velocidade crítica iguais a 40, 60 e 80% (Figura 5.27). Encontra-se que à medida que 

aumenta esta porcentagem também aumenta o número de colisões bola-bola (Figura 

5.28). Assim, a função de Rosin-Rammler apresentada na Figura 5.26 seria deslocada 

para a esquerda à medida que aumentasse a velocidade de rotação do moinho. Este 

efeito foi incluído no modelo, de maneira que seria capaz de descrever as ineficiências 

na moagem de bolas em altas velocidades de rotação. O resultado da calibração dos 

parâmetros é representado na equação: 
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  Equação 5.7 

 

Figura 5.27. Simulação DEM Moinho de 30 cm tipo 1, 80%vc - 100%U com partículas de 

minério de 3 mm e corpos moedores de 25 mm 

  

Figura 5.28. Influência da velocidade de rotação nas colisões bola-bola. Moinho de 30 cm 

tipo 1. 100% preenchimento de vazios com partículas de minério 3 mm e corpos moedores 

de 25 mm 
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  No que diz respeito às colisões bola-revestimento (       foi utilizada uma 

abordagem similar. Encontrou-se uma relação entre as variáveis que também pôde ser 

descrita com uma equação de Rosin-Rammler. No entanto, cabe ressaltar que desde 

graus de preenchimento de vazios mais baixos o material vai se segregando e gerando 

uma camada sobre o revestimento, como já foi visto no estudo de mistura perfeita na 

seção 5.5.2.1. Desta maneira, a fração de colisões entre bola-revestimento que não 

envolve partículas de minério é consideravelmente menor que as apresentadas no tipo 

bola-bola.  

No caso da influência da velocidade de rotação, esta variável gera uma maior 

força centrifuga no interior do moinho. Desta maneira, o material com menor densidade 

se vê mais afetado por estas forças, localizando-se nas paredes do moinho. As barras 

elevadoras comportam-se como um elevador de canecas, projetando o minério com uma 

maior amplitude que os corpos moedores, permanecendo a camada de material sobre o 

revestimento. Esses fenômenos podem ser observados na Figura 5.27. Adicionalmente, 

foi observado este efeito para partículas de minério de maior tamanho (13,2 x 19 mm). 

Em conclusão, não se encontra uma influência significativa da velocidade de rotação na 

frequência de colisões bola-revestimento (     ), de maneira que esse efeito não foi 

incluído no modelo, representado pela equação: 

                  
  

  
 
   

  Equação 5.8 

Finalmente, a altura da barra elevadora também tem influência direta no 

movimento da carga e em consequência nos tipos de colisões presentes no moinho. No 

entanto, esta variável não foi estudada a fundo e recomenda-se levar em conta o 

observado na seção 3.2.2.6 sobre a influência desta variável no moinho.   

 

5.9 Modelo de abrasão em função da energia  

Como já foi mencionado, foi identificado que o modelo UFRJ na sua forma 

original apresentava limitações na descrição da moagem de finos, os quais são 

parcialmente gerados pelo mecanismo de fragmentação superficial ou abrasão. Além 



112 

 

dos finos, também se tornou evidente a limitação do modelo na previsão da cominuição 

com tamanho de bolas menores. Estes dois cenários de moagem poderiam ser 

classificados como condições de moagem de baixa energia. No modelo UFRJ, estas 

condições se descrevem por meio do modelo de abrasão, apresentado na seção 3.1.3.1. 

Com estas deficiências, além das limitações exposta por Banini (2000) e apresentadas 

nessa mesma seção, viu-se a necessidade de avaliar o modelo em condições de baixa 

energia.  

Para esta validação realizou-se alguns testes experimentais no moinho de torque 

de 30 cm, alimentando-se o moinho com revestimento do tipo 1 com material grosso, de 

12 x 9,5 mm, o tamanho de bola selecionado foi de 25 mm. Os resultados, mostrando a 

distribuição granulométrica ao longo do tempo de moagem, são apresentados na Figura 

5.29. 

 

Figura 5.29. Resultados de teste em condições de abrasão. Moinho de 30 cm tipo 1, 

Velocidade de rotação 50 % vc, diâmetro do corpo moedor de 25 mm. Minério 9,5 x 12 

mm. 

 

A Figura 5.29 evidencia uma alta geração de finos na distribuição 

granulométrica, além de baixas taxas de quebra das partículas grossas. Analisando a 

geração de finos ao longo do tempo (Figura 5.30), foram encontradas taxas 

aproximadamente lineares, as quais confirmam a hipótese do modelo de abrasão 
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utilizado no modelo UFRJ na sua forma original. No entanto, a tempos mais 

prolongados essa taxa se reduz, introduzindo uma não linearidade na dinâmica do 

processo. Esses resultados lançam dúvidas sobre o uso do modelo de cinética de 

primeira ordem para descrição da quebra superficial, como já foi evidenciado em 

trabalhos anteriores (Yahyaei, Weerasekara e Powell, 2015). 

Adicionalmente, durante estes ensaios foram realizadas análises adicionais com 

o objetivo de entender de melhor maneira o mecanismo de abrasão presente na moagem 

de bolas. Dessa maneira, foi realizado um acompanhamento da superfície das partículas 

em cada tempo de moagem, por meio de imagens obtidas no Microscópio Eletrônico de 

Varredura (MEV) Jeol 2000 FX operando a 200 kV. Ainda que essa técnica não permita 

quantificar a rugosidade da superfície, permite perceber de forma qualitativa a condição 

superficial das partículas. Essas imagens são apresentadas na Figura 5.31, que sugere 

que a rugosidade na superfície das partículas é removida pela ação do mecanismo 

abrasivo no interior do moinho. A figura mostra que, após 10 minutos de moagem, a 

rugosidade do material é sensivelmente diminuída. Em materiais cerâmicos observa-se 

um efeito no qual a remoção do material pelo mecanismo abrasivo diminui com o 

tempo (Petrovykh, 1993). Isto provavelmente ocorre devido ao fortalecimento da 

camada superficial à medida que transcorre o tempo de abrasão. Este fato poderia dar 

uma explicação à diminuição da taxa de moagem nestas condições. 

 

Figura 5.30. Taxa de moagem. Moinho de 30 cm tipo 1, Velocidade de rotação 50 % vc, 

diâmetro do corpo moedor de 25 mm e minério com tamanho de partícula inicial de 9,5 x 

12 mm 
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Uma evidência adicional da atuação do mecanismo de fragmentação superficial 

é a mudança na forma das partículas. Do estudo do formato das partículas, encontrou-se 

que a forma das partículas na amostra é categorizada como alongada (i.e. IA>40%). 

Esta categorização não tem uma tendência marcada conforme passa o tempo de 

moagem (Figura 5.32). 

No que diz respeito ao índice de lamelaridade e índice de forma, ambos estão de 

acordo com as hipóteses já descritas, enquanto o mecanismo de lascamento e atrição 

estão atuando, as partículas vão tornando-se mais arrendodadas e a porcentagem de 

partículas lamelares e não cúbicas diminui. Nota-se que para tempos maiores que 5 

minutos, estes índices se mantêm constantes, o que poderia ser explicado pelo 

desaparecimento do mecanismo de lascamento, passando apenas a atuar o mecanismo 

de atrição.  

 

 

Figura 5.31. MEV Análise da superfície das partículas em diferentes tempos de moagem. 

T = 0 min. (Superior esquerda) T = 3 min. (Superior direita) T = 10 min. (Inferior). 

Tamanho 12,5 x 9 mm (aumento x 1000) 
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Figura 5.32. Evolução do índice de alongamento (IA) com o tempo de moagem 

 

 

Figura 5.33. Evolução do índice de forma (IF) em diferentes tempos de moagem 

Uma vez realizado todo este estudo, foram simuladas estas condições usando o 

modelo UFRJ, utilizando os parâmetros calibrados na seção 5.3 para as simulações em 

DEM. As condições corresponderam ao moinho de torque de 30 cm com revestimento 

do tipo 1, alimentado com material grosso de 12 x 9,5 mm, o tamanho de bola 

selecionado foi 25 mm. Os resultados (Figura 5.35) não foram muito satisfatórios com o 

conjunto de parâmetros apresentados na Tabela 4.6. Note-se que inclusive os 

parâmetros da função quebra de abrasão não se encontram bem calibrados.  
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Figura 5.34. Evolução do índice de lamelaridade (IL) em função do tempo de moagem 

 

 

Figura 5.35. Previsões do modelo UFRJ na sua condição original em condições de moagem 

de baixa energia  

Aumentando o Pa do modelo de abrasão de 1,6 (ver Tabela 4.6)  para 14 % foi 

possível descrever bem a granulometria do produto para o primeiro tempo de moagem. 

No entanto, para tempos mais longos é evidente que o modelo superestimou a 

proporção de finos gerados, mostrando as dificuldades do modelo em descrever a 

realidade (Figura 5.36). 
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Figura 5.36. Previsões modelo UFRJ após ajuste de parâmetros de abrasão (Pa=14, Da = 

0,106 e λ = 0,62) 

Por outro lado, uma das considerações do modelo de abrasão é que em cada 

colisão, sem importar a magnitude do impacto, se gera a mesma quantidade de finos. Na 

Figura 5.37 apresentam-se simulações do moinho de 30 cm com revestimento do tipo 2 

com diferentes truncamentos. Os resultados mostram que energias menores que 10
-4 

J 

seriam capazes de gerar alguma cominuição no minério. Esse resultado evidencia uma 

das limitações do uso deste modelo, já que energias menores a esta magnitude não 

geram perda mássica em cada partícula.   

 

Figura 5.37. Simulação do efeito do truncamento da distribuição das energias de colisão 

em moinho de 30 cm. Truncamento de 10
-4

 J: Linha grossa contínua - 10
-5 

J: Linha 

contínua - 10
-6

 J: linha tracejada - 10
-7

 J: linha pontilhada  
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Além das incoerências apresentadas, na revisão da literatura pode-se observar 

que a evolução da modelagem vem evoluindo em função da energia. Com base em 

todas as considerações acima referidas, foi proposto um novo modelo de fragmentação 

superficial (abrasão) em função da energia de colisão, o qual conseguira superar as 

limitações do modelo anterior.  

Cunha (2015) desenvolveu um modelo de abrasão em função da energia de 

impacto o qual foi apresentado na seção 3.1.3.1. O autor encontrou uma relação 

potência entre a energia e a perda mássica por abrasão (Figura 3.11). No entanto, as 

energias utilizadas são mais altas que as apresentadas nas unidades operacionais do 

presente trabalho, e não se sabe com certeza qual seria o comportamento do minério 

submetido a este nível energético. Tendo isso em vista, lembrando o caráter tedioso dos 

ensaios de autofratura, foram realizados alguns ensaios relacionados com a moagem de 

bolas nas unidades experimentais utilizadas. Estes ensaios consistiram em cominuir 

partículas de minério (3 kg) sem a presença de corpos moedores durante 10 min. Isto foi 

realizado tanto no moinho de 30 cm Tipo 2 como no de 60 cm. Além disso, utilizou-se 

minério de diferentes tamanhos a fim de avaliar a influência desta variável na 

fragmentação por abrasão. Nos resultados apresentados na Figura 5.38 pode-se observar 

a granulometria do produto que de forma análoga ao observado por Cunha (2015), não 

se encontrou uma influência significativa do tamanho de partícula na granulometria do 

produto gerado por abrasão. Por outro lado, observou-se uma influência significativa da 

energia de impacto na massa gerada por este mecanismo.  

 

Figura 5.38. Resultados de testes de 10 min. de moagem de minério sem presença de 

corpos moedores 
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Estas condições experimentais foram simuladas em DEM a fim de estimar a 

quantidade de energia que cada partícula recebe. Na etapa de pós-processamento, 

realizou-se um acompanhamento da energia normal recebida por cada partícula durante 

certo período de tempo (Figura 5.39), tendo sido capturadas informações sobre o 

número de impactos e a energia dos impactos de maior magnitude. Assim, com esta 

energia de impacto além da massa gerada experimentalmente foram obtidos os dois 

pontos destacados em vermelho na Figura 5.40. Nota-se que eles seguem 

adequadamente a relação proposta pelo Cunha (2015). 

 

Figura 5.39. Registro das energias máximas de colisão nas partículas. Simulação dos 

moinhos de 30 e 58 cm de diâmetro  

 

 

Figura 5.40. Massa perdida por impacto em função da energia 
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Desta maneira, o modelo proposto permaneceu na forma da equação de potência 

originalmente proposta por Cunha (2015).  

         
    

         
 

   

 Equação 5.9 

sendo k a proporção de material fino gerado pelo mecanismo de abrasão,      a energia 

do impacto,     a massa da partícula e     a energia específica média de fratura. A 

inclusão do     além de tornar adimensional a equação, também permite a sua 

utilização com partículas de diferentes tamanhos.  

Com este modelo foi possível prever a quantidade de massa gerada pelo 

mecanismo abrasivo, a função quebra de abrasão, ou seja, a maneira como essa massa é 

distribuída nas classes mais finas continua sendo definida pela Equação 3.9.  

A verificação da validade desse modelo é evidente na Figura 5.41, onde 

simulações com espectros de energias truncados em diferentes valores de energia de 

colisão geraram a mesma perda de massa, o que justifica o truncamento em 10
-4

 J a fim 

de aumentar a eficiência computacional. 

 

Figura 5.41. Simulação do efeito do truncamento usando o modelo de abrasão. Trunc. 10
-4
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Com todas as alterações apresentadas no modelo UFRJ originalmente proposto, 

foram executadas simulações de alguns ensaios experimentais a fim de avaliar 

quaisquer melhorias na descrição dos finos. No entanto, dificuldades do modelo, neste 

cenário ainda continuam sendo percebidas (Figura 5.42).   

 

Figura 5.42. Simulação com modelo UFRJ moinho de 30 cm – diâmetro de corpos 

moedores  25 mm – velocidade de rotação 50 % vc – preenchimento de vazios 100% U, 

usando o modelo de abrasão modificado 

 

5.10 Modelo de atrição em função da componente tangencial da 
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nos ensaios de autofratura a partícula foi impactada em direção perpendicular à 

superfície de impacto. No caso dos ensaios de tamboramento utilizados para a 

calibração desse modelo, foram realizados sem a presença de corpos moedores, o que 

também limita a geração de finos pelo aumento das forças de interação entre partículas 

para seu movimento.  

Por conseguinte, o aporte do mecanismo de atrição não tem sido implementado 

nas previsões do modelo UFRJ. Cabe lembrar de que este mecanismo tem uma 

influência no dano superficial e foi percebido no presente trabalho pelas imagens MEV 

(Figura 5.31) na seção 5.9. 

Trabalhos importantes tem sido realizados com o fim de estudar o efeito da 

atrição e a contribuição de cada componente (Bridgwater et al., 2003; Potapov e 

Campbell, 1994). Por meio de um equipamento chamado de célula de cisalhamento 

anular (annular shear cell) esses autores concluíram que a taxa de geração de produtos 

de atrição está relacionada com o trabalho realizado no sistema, incluído o trabalho 

necessário para acelerar e expandir o material. Todo este estudo resultou na proposta da 

expressão apresentada na Equação 5.10. 

 

Figura 5.43. Esquema de célula de cisalhamento anular utilizada no trabalho de 

Bridgwater et al. (2003) 
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 Equação 5.10 

sendo W a fração mássica atritada (i.e. a proporção do produto menor que certo 

tamanho),      a tensão de fratura associada a uma partícula,   a tensão normal,   a 

tensão tangencial e   ,   e   constantes calibradas a partir de ensaios experimentais. 

De forma análoga ao modelo de abrasão apresentado (Equação 5.9), existe uma relação 

potência entre o esforço ou energia ao qual é submetido o material e a proporção de 

produto de atrição gerado.  

De acordo com o acima exposto, decidiu-se propor um modelo que descrevesse 

o mecanismo de atrição de maneira independente, e estaria em função da componente 

tangencial da dissipação de energia. Seguindo a expressão proposta por Bridgwater et 

al. (2003) e locando as variáveis em função da energia tangencial, o modelo poderia ser 

representado pela seguinte expressão: 

     
  

         
 

 

 Equação 5.11 

sendo k a proporção de produtos de fragmentação superficial (abrasão), ET a energia 

tangencial dissipada,     a massa da partícula,     a energia específica média de 

fratura, e A e   constantes. Nota-se que não se encontra implícita diretamente a 

componente normal como no modelo do Bridgwater. Isto é devido ao fato que a normal 

atua sobre a componente tangencial, ou seja, neste tipo de colisões de atrição não é 

possível encontrar uma componente tangencial alta sem a ação de uma componente 

normal alta. Desta maneira, a influência estaria implícita no produto de atrição gerado. 

Este efeito também foi estudado pelo mesmo Bridgwater et al. (2003).  

Alguns autores (Yahyaei et al., 2014) variaram o ângulo de impacto em ensaios 

de autofratura, tentando aumentar a componente tangencial, concluindo que esta 

componente não tem uma influência significativa na quebra do minério em outros 

mecanismos de cominuição (i.e estilhaçamento, enfraquecimento ou lascamento). 

Assim, nas colisões nas quais a componente normal está atuando, a tangencial não teria 
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efeito, e pela abordagem utilizada no presente modelo, o mecanismo de atrição seria 

governado somente pela componente tangencial.  

Desta maneira, para concretizar esta abordagem, é necessário estabelecer uma 

condição quando cada componente está atuando na cominuição do minério. O que se 

propõe é estabelecer este limite em relação à resistência de fratura do minério, onde 

colisões com energias maiores a este limite atuaria a componente normal, e colisões 

com energia menor a tangencial.  Com esta abordagem, e por meio dos testes de baixa 

energia, foi calibrado o modelo da Equação 5.11. Assim, a equação que melhor 

descreve as condições experimentais é a apresentada na Equação 5.12: 

      
  

         
 

 

 
Equação 5.12 

Nota-se que este produto também é somado à variável k que representa a 

quantidade do produto de abrasão gerado pelo mecanismo de abrasão (lascamento e 

atrição).  

 

5.11 Energia absorvida em cada colisão 

Segundo (Bourgeois, 1993) a energia absorvida por um leito de partículas em 

monocamada colocada sobre uma bigorna e impactada por uma bola corresponde a 96 

% da energia do impacto. Medidas com a barra Hopkinson mostram que entre 30-40% 

da energia de impacto é absorvida pelo evento de quebra (Bbosa, Powell e Cloete, 

2006). No entanto, testes realizados no DWT assumem que é absorvida 100% da 

energia de impacto (Napier-Munn et al., 1996). Por outro lado, em simulações em DEM 

é comumente assumido que a energia dissipada no amortecedor corresponde à energia 

disponível para quebra, e isso corresponde a 5-10% da energia cinética disponível 

(Powell, Govender e McBride, 2008). Finalmente, Tavares (1999) a partir de ensaios 

em uma célula de carga de impacto, encontrou que a energia transferida em cada colisão 

estava em função da magnitude energética da colisão, de maneira que à medida que é 

maior essa magnitude a porcentagem da energia transferida diminuía (Figura 5.44). 
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Figura 5.44. Eficiência energética do corpo moedor para quartzo, em ensaios de queda de 

peso em partículas individuais (Tavares, 1999) 

Em conclusão, claramente existe uma diferença na energia absorvida pelo 

minério dependendo da metodologia utilizada. Para o modelo UFRJ, foi realizada uma 

calibração dessa energia. Foram realizadas simulações pelo modelo UFRJ de ensaios 

experimentais no moinho de 30 cm tipo 1 e no moinho de 60 cm. Nestas simulações já 

foram implementadas todas as modificações do modelo apresentadas no presente 

trabalho. Depois de uma calibração, encontra-se que para o espectro do moinho de 30 

cm o fator que melhor se ajustava aos resultados de eficiência era 80%. No caso do 

moinho de 60 cm este fator corresponde a 40%. As previsões do modelo UFRJ destas 

calibrações podem ser observadas na Figura 5.45 e Figura 5.46, respectivamente.  

 

Figura 5.45. Previsões do modelo UFRJ  em moinho de 30 cm tipo 1. Velocidade de 

rotação de 65%vc, Diâmetro de corpos moedores de 25 mm e enchimento de 30 %. Fator 

de eficiência de energia transferida 80% 
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Figura 5.46. Previsões do modelo UFRJ em moinho de 60 cm. Velocidade de rotação de 60 

% vc, Diâmetro de corpos moedores de 25 mm e enchimento de 30%. Fator de eficiência 

de energia transferida de 40% 

 

Os resultados mostram que no caso do moinho de 60 cm, no qual as magnitudes 

das energias de colisões são maiores, tem-se uma maior ineficiência na transferência de 

energia em cada choque. Com esta apreciação, a hipótese apresentada por Tavares 

(1999) poderia ser considerada como a mais adequada para a abordagem do modelo 

mecanicista UFRJ.  

Desta maneira, a equação a seguir é proposta para descrever este fator, sendo     

fator de ineficiência da colisão e      a energia de impacto:  

    
 

                       
 

Equação 5.13 

5.12 Simulações da moagem em batelada  

Por fim, depois de todas as hipóteses e modelos desenvolvidos no presente 

trabalho, são apresentadas algumas previsões do modelo UFRJ sob diferentes condições 

operacionais. Inicialmente, foram realizadas simulações de moagem em condições de 

baixa energia, sendo estas condições correspondentes ao moinho de 30 cm tipo 1, 

velocidade de rotação de 65%vc com corpos moedores de 15 mm com 30 % de 

enchimento do moinho. Nota-se que houve uma boa correspondência entre os dados 
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experimentais e aqueles simulados, mostrando um grande avanço em relação ao 

apresentado inicialmente na Figura 5.2. Os desvios nos tamanho entre 0,425 mm e 

0,106 mm poderiam ser atribuídos às diferenças nos métodos de análise granulométrica, 

pois os parâmetros da função do t10 foram calibrados somente utilizando técnica de 

peneiramento e os experimentais o equipamento Mythos.  

Por outro lado, também foi simulado um cenário no qual o modelo sempre tem 

apresentado resultados satisfatórios, o qual corresponde a uma condição mais agressiva 

de moagem, na qual corpos moedores de 40 mm foram usados no moinho de 30 cm tipo 

1, operando à velocidade de rotação de 75%vc e com 100% de preenchimento de 

vazios. É evidente que o modelo continua apresentando boa correspondência aos 

resultados experimentais.  

 

Figura 5.47. Comparação entre experimentos (pontos) e previsões modelo UFRJ (linhas) 

para moinho de 30 cm tipo 1 - tamanho de bola de 15 mm – Velocidade de rotação de 

75%vc  e 100 % de preenchimento de vazios 

Aumentando ainda mais a magnitude das condições energéticas, foram 

realizadas simulações do moinho de 60 cm de diâmetro, com 30% de carga de corpos 

moedores de diâmetro de 25 mm, preenchendo 100% dos vazios e velocidade de rotação 

de 80% vc, sendo os resultados apresentados na Figura 5.48. Assim, como nos casos 

anteriores, o modelo continua descrevendo os resultados experimentais adequadamente. 

Nota-se que para os casos apresentados o modelo conseguiu superar a suas limitações 

na falta de descrição da geração de finos. Além disso, ele conservou a sua boa 

capacidade de descrever a moagem de partículas mais grossas.  
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Figura 5.48. Comparação entre experimentos (pontos) e previsões do modelo UFRJ 

(linhas) em moinho de 30 cm tipo 1 - dB  40 mm – Velocidade de rotação 75%vc,  grau de 

enchimento de 30 % e 100% preenchimento de vazios 

 

 

Figura 5.49. Comparação entre experimentos (pontos) e previsões usando o modelo UFRJ 

(linhas) para moinho de 60 cm, com enchimento de carga de 30%, preenchimento de 

100% de vazios e velocidade de rotação do 80%vc.  

Além disso, foram realizadas simulações dos ensaios experimentais apresentados 

na seção 4.3.3, com diferentes preenchimentos de vazios a seco (100, 150 e 200% U). 

Na Figura 5.50 é apresentada a comparação entre os experimentos e as previsões do 

modelo UFRJ depois de 10 minutos de moagem. Os resultados mostram uma alta 

correlação entre as previsões e os resultados experimentais.  
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Figura 5.50. Comparação entre experimentos (pontos) e previsões usando o modelo UFRJ 

(linhas) 10 min. de moagem para moinho de 30 cm, com diferente enchimento de carga 

 

 

5.13 Análise de sensibilidade 

Seguindo a metodologia descrita na seção 4.5 e testando cada uma das 

configurações apresentada na Tabela 4.6, foi realizada uma análises de sensibilidade do 

modelo em função de seus parâmetros. Esta foi realizada simulando um moinho de 30 

cm tipo 1 com corpos moedores de 40 mm  a uma velocidade de rotação de 50 % da 

critica. A seguir apresenta-se os resultados dos parâmetros que tiveram maior influência 

nas previsões do modelo. Inicialmente, são apresentados os resultados dos parâmetros 

do modelo de energia de fratura do material (Equação 3.6). Os resultados mostram que 

quando aumenta a resistência do minério (i.e   = +20%, do= +20% e ϕ= +20%) o 

modelo prevê uma menor cominuição, do mesmo modo, os resultados com os limites 

inferiores as previsões do modelo correspondem a um minério de menor resistência. 

Nota-se que o efeito do    é o mais pronunciado (Figura 5.51), enquanto que para os 

parâmetros do e ϕ tiveram influência menos significativa, encontrando um efeito nos 

tamanho médios (100-1000 μm) das previsões do modelo (Figura 5.52).  
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Figura 5.51. Influência do    nas previsões do modelo UFRJ 

Outro parâmetro de vital importância na abordagem do modelo UFRJ é o 

parâmetro de acúmulo de dano (γ), sendo a sensibilidade desse parâmetro nas previsões 

do modelo apresentada na Figura 5.53. Nota-se que para γ maiores (+20%) o grau de 

moagem do minério é menor, pois o material aumenta a sua resistência ao 

enfraquecimento. Além disso, cabe ressaltar que o parâmetro afeta mais as partículas 

grossas, as quais são mais suscetíveis ao dano pela presença das trincas (Tavares, 2009).  

 

 

Figura 5.52. Influência do parâmetro do (esquerda) e ϕ (Direita) nas previsões do modelo 

UFRJ 
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Figura 5.53. Influência do γ do modelo de dano nas previsões do modelo UFRJ 

No que diz respeito aos parâmetros da equação de fragmentação t10 (Equação 

3.7) os dois parâmetros têm a mesma influência sobre os resultados do modelo. Na 

Figura 5.54 pode-se observar que esses parâmetros influenciam entre um tamanho de 

partícula de 100-3000 μm.  

 

Figura 5.54. Influência do A(esquerda) e b´ (Direita) do modelo de fragmentação na 

previsões do modelo UFRJ 

Nota-se que nenhum dos parâmetros apresentados teve uma influência 

significativa sob a cominuição das partículas mais finas. Os parâmetros dos modelos de 

quebra superficial desenvolvidos no presente trabalho (Equação 5.9 e Equação 5.12) são 

os principais responsáveis da quantidade de geração de finos. Foi variado o expoente do 

modelo de atrição proposto, sendo os resultados desta variação apresentados na Figura 
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5.55. No entanto, ao realizar as alterações as previsões do modelo UFRJ não houve 

mudanças, o qual é um bom resultado, pois sob as condições operacionais (i.e. Bola de 

40 mm), a componente tangencial presente não é significativa, e, por conseguinte o 

modelo de atrição tampouco.  

Tentando testar o modelo de atrição foram simuladas condições com presença da 

componente tangencial: moinho de 30 cm, bolas de 25 mm, velocidade de rotação de 

65% da velocidade critica. Foi variado a constante AT da Equação 5.12 em μm +/- 20%. 

Pode-se observar a sensibilidade do modelo na descrição de cominuição de finos. Na 

medida que aumentou este parâmetro também aumentou a quantidade de material fino 

gerado. A inclinação da reta a tamanhos de partículas mais finos que o produto de 

abrasão (Da), para este caso é de 0,106 mm, é influenciada pelo λ, como já foi descrito 

na seção 3.1.3.1. 

 

 

Figura 5.55. Efeito do parâmetro AT modelo de atrição sob condições sem componente 

tangencial significativa 
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Figura 5.56. Influência do parâmetro AT modelo de atrição nas previsões do modelo UFRJ 

 

Por fim, como resultado das várias observações e modificações podem ser 

listadas as novas hipóteses e premissas nas quais se baseia o modelo UFRJ após o 

presente trabalho: 

i. O ambiente mecânico de colisão é determinado exclusivamente pelo 

movimento dos corpos moedores e a energia utilizada na quebra do minério 

é dada pela energia dissipada na colisão.   

ii. A componente normal governa os mecanismos de lascamento, dano e 

estilhaçamento, enquanto, a componente tangencial da energia governa o 

mecanismo de atrição.  

iii. Bolas e minério no interior do moinho são considerados perfeitamente 

misturados.  

iv. Nem todos os eventos de colisão no moinho envolvem minério, e a 

proporção de choques efetivos vai depender das condições operacionais. 

Ainda assim, presume-se que, quando capturadas, partículas se encontram 

sempre disposta em monocamadas.  

v. A resistência a fratura de partículas recém criadas não é função do tipo de 

mecanismo gerador. 
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6 CONCLUSÕES 

Evidenciou-se que o principal dado colhido da simulação do ambiente mecânico 

no moinho de bolas usando o simulador EDEM, a dissipação de energia, depende 

diretamente do passo de tempo selecionado no EDEM Simulator. A fim de evitar 

incongruências nesta etapa, se estabeleceram algumas condições, inclusive um modelo 

matemático na seleção do passo de tempo que se encontra diretamente relacionado com 

o número de coordenação dos componentes presentes na simulação. Esta importante 

consideração permitiu realizar uma adequada calibração de parâmetros de contato, 

tendo como critério a correlação entre a potência liquida medida experimentalmente e o 

resultado da integração das energias dissipadas nas colisões obtidas usando o DEM.   

A fragmentação superficial (abrasão) composta pelos mecanismos de  

lascamento e atrição demandou uma abordagem em separado. Cada mecanismo gera 

uma contribuição diferente no produto de abrasão. Desta maneira, propôs-se que o 

lascamento é governado pela componente normal dos impactos de baixa energia, 

enquanto que a atrição é definida pela componente tangencial.  

Simulações em DEM com minério ofereceram uma excelente alternativa para o 

estudo das condições energéticas no moinho. Estas simulações permitiram validar o 

modelo de captura de Barrios et al. (2011), e assim, foi refutada a hipótese de que em 

cada colisão há a presença de minério. Esta condição depende da relação entre as áreas 

superficiais dos corpos moedores e do minério presente na carga do moinho. Esta 

relação foi calibrada e modelada por meio do DEM. Além disso, foi encontrado, por 

meio de simulações em DEM, um comportamento de mistura perfeita entre os corpos 

moedores e o minério nas operações de moagem de bolas.  

Todas estas melhorias no modelo UFRJ, permitiram, não somente melhorar 

significativamente as previsões, mas também ampliar as condições nas quais o modelo 

pode ser utilizado, incluindo condições de moagem nas quais dominam os impactos de 

baixa energia e altos preenchimentos de vazios. Oferecendo características notáveis 

comparando com a abordagem de outros modelos mecanicistas, e concluindo que o 

modelo é uma boa representação das operações de moagem de bolas em condições de 

batelada.   

 



135 

 

7 TRABALHOS FUTUROS 

Propõe-se como trabalho futuro a pesquisa da influência da componente 

tangencial na cominuição do minério. Isto considerando os resultados do presente 

trabalho, onde fosse demonstrada a importância que tem esse mecanismo em diferentes 

condições de moagem. Para isto, já foram utilizadas algumas abordagens metodológicas 

que permitiriam o estudo de variáveis como material, área de contato, tamanho e 

formato da partícula. Desta maneira, espera-se encontrar um melhor critério para definir 

o limite que separa onde atua a componente normal e a tangencial.  

Por outro lado, um caminho a seguir seria validar toda esta abordagem em 

operações de moagem contínua, além do uso de minérios multicomponentes, para 

posteriormente descrever operações de moagem a úmido, condições que são de vital 

importância e que ainda se desconhecem alguns aspectos dos mecanismos que atuam na 

cominuição do material.  
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9 ANEXOS 

Tabela 9.1. Resultado de ensaios simples, para modelo de passo de tempo 

Bola(mm) 
Passo de 

tempo(%) 
Número de 

partículas 
Target set 

interval  
Altura(mm) 

Total 

Energia 

dissipada 

normal 

Total 

energia 

dissipada 

tangencial 

Total 

Energia 

dissipada 

E 

potencial 

Inicial  

E cinética 

antes da 

colisão 

% E 

normal 

(EN/Ec) 

% conservação 

da energia 

(ETot/Ec) 

25,00 5,00 3,00 0,0022 260 0,06 0,08 0,14 0,16 0,14 45,05 103,99 

25,00 5,00 3,00 0,0022 520 0,13 0,17 0,30 0,32 0,30 43,40 99,04 

25,00 5,00 3,00 0,0022 1040 0,28 0,35 0,62 0,65 0,62 44,18 99,62 

25,00 5,00 3,00 0,0022 4000 1,20 1,26 2,46 2,50 2,47 48,50 99,42 

25,00 5,00 5,00 0,0022 260 0,05 0,07 0,12 0,16 0,14 39,88 91,24 

25,00 5,00 5,00 0,0022 520 0,09 0,12 0,21 0,32 0,30 30,39 69,52 

25,00 5,00 5,00 0,0022 1040 0,26 0,29 0,55 0,65 0,62 41,88 88,08 

25,00 5,00 5,00 0,0022 4000 0,89 0,97 1,86 2,50 2,47 36,13 75,29 

25,00 5,00 6 (2 caindo) 0,0022 4000 3,50 1,38 4,89 5,00 4,95 70,80 98,79 

25,00 5,00 1(moinho) 
  

0,10 0,05 0,15 0,13 0,13 0,12 39,82 

25,00 5,00 1,00 0,0022 260 0,16 0,02 0,18 0,16 0,17 94,15 106,06 

25,00 5,00 1,00 0,0022 130 0,08 0,02 0,09 0,08 0,09 88,17 105,95 

25,00 5,00 1,00 0,0022 4000 2,55 0,05 2,60 2,50 2,51 101,91 103,72 

25,00 5,00 2 (moinho) 0,0022 - 0,18 0,07 0,25 0,25 0,25 73,16 102,38 

25,00 5,00 10 (moinho) 0,0022 - 1,04 0,35 1,38 0,12 1,34 77,30 103,03 

25,00 5,00 17 (moinho) 0,0022 - 1,72 0,92 2,64 0,01 2,09 82,53 126,47 

25,00 5,00 17 (moinho) 0,0022 - 1,65 1,42 3,07 0,00 2,95 55,85 104,03 

25,00 5,00 36,00 0,0022 4000 0,30 0,30 0,59 - 38,65 0,77 1,54 
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25,00 5,00 75-1 0,0022 4000 1,42 0,87 2,28 - 2,43 58,22 93,83 

25,00 5,00 75-5 0,0022 4000 6,73 4,67 11,41 - 12,27 54,86 92,95 

25,00 30,00 75-5 0,1000 4000 7,82 11,52 19,33 - 9,83 79,55 196,76 

25,00 30,00 75-5 0,0100 4000 8,44 12,47 20,92 - 12,16 69,43 172,02 

25,00 30,00 75-10 0,0100 4000 9,19 17,86 27,05 - 19,45 47,24 139,05 

25,00 10,00 75-10 0,0100 4000 7,07 5,16 12,23 - 19,45 36,36 62,89 

25,00 10,00 75-20 0,0100 4000 21,08 12,15 33,24 - 48,37 43,59 68,72 

25,00 10,00 75-20 0,0022 4000 23,74 12,83 36,57 - 49,01 48,43 74,61 

25,00 10,00 75-20 0,0002 - 21,87 12,12 33,99 - 49,12 44,52 69,20 

25,00 20,00 75-20 0,0100 - 28,43 20,84 49,27 - 48,42 58,71 101,75 

25,00 20,00 75-20 0,0022 - 27,41 20,91 48,32 - 49,09 55,84 98,43 

25,00 30,00 75-20 0,0100 - 30,00 33,40 63,40 - 48,43 61,95 130,91 

25,00 40,00 75-20 0,0100 - 39,66 44,46 84,12 - 48,38 81,98 173,89 

25,00 20,00 75,00 10,0000 - 14,29 10,66 24,95 - 24,26 58,90 102,83 

25,00 5,00 1,00 0,0100 - 2,51 0,00 2,51 - 2,49 100,92 100,92 

25,00 10,00 1,00 0,0100 - 2,53 0,00 2,53 - 2,49 101,72 101,72 

25,00 20,00 1,00 0,0100 - 2,58 0,00 2,58 - 2,49 103,77 103,77 

25,00 40,00 1,00 0,0100 - 2,75 0,00 2,75 - 2,49 110,73 110,73 

 

 

 

 


